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R. 柯 朗 的 《 微 积分 【Differential and Integral Calculus) 少 ， 
卷 一 和 卷 二 ， 获 得 了 巨大 的 成 功 ， 引 导 了 儿 代 数学 家 进入 高 等 数学 
的 领域 . 整套 书 半 发 了 这 样 一 条 富有 教 益 的 道理 ， 真正 有 意义 的 数 
学 是 由 直观 想象 与 滨 绎 推理 相 结 合 而 创造 出 来 的 . 在 准备 本 修订 版 
的 过 程 中 , 著者 们 力图 保持 原著 所 特有 的 这 两 种 思维 方式 的 合理 结 
合 ， 虽 然 及 . 柯 朗 未 能 亲眼 看 到 这 第 二 卷 的 修订 本 的 出 版 ， 但 是 在 
柯 朗 博士 于 1972 年 1 月 去 世 之 前 ， 所 有 主要 的 修改 内 容 都 已 经 由 
著者 们 商量 出 一 致 的 意见 并 草拟 了 纲要 ， 

从 一 开始 ， 著 者 们 就 清楚 地 理解 到 ,阐述 多 元 函数 的 第 二 卷 应 
当 比 第 一 卷 作 更 大 的 修改 . 特别 是 ， 似 乎 最 好 用 与 一 维 空间 中 的 积 
分 法 同样 程度 的 严密 性 和 普遍 性 来 处 理 高 维 空间 中 的 积分 法 的 所 
有 基本 定理 ， 另 外 ， 若 干 具有 根本 重要 性 的 新 概念 和 新 论题 ， 它 们 
在 著者 们 看 来 ， 是 属于 数学 分 析 引 论 的 ， 

本 卷 末 尼 较 短 的 几 章 (六 、 七 、 八 ) (分 别 讲 微分 方程 、 变 分 法 、 
复 变 函数 的 ) 仅 作 了 较 小 的 改动 ， 在 本 卷 的 主体 部 分 (第 一 至 第 五 
章 ) 中 ， 我 们 尽量 保存 了 原来 的 体系 ， 各 章 的 主题 都 在 不 同 的 水 平 
上 按 大 体 上 平行 的 两 条 线索 进行 阔 述 : 一 条 是 较 多 地 基于 直观 论证 
的 非 正 式 引 述 , 一 条 是 为 后 续 的 严密 证 明 打 基 础 的 、 对 于 应 用 的 讨 
论 


ll 


原来 的 第 一 章 中 所 讲 的 线性 代数 的 材料 , 看 来 己 不 足以 作为 扩 
展 了 的 微 积分 结构 的 基础 因此， 这 一 章 (现在 的 第 二 章 ) 完全 重 
写 了 ， 现 在 讲述 了 所 需要 的 盖 阶 的 行列 式 、 矩 阵 、 多 线性 型 、 格 拉 
姆 行列 式 、 线 性 流 形 等 的 一 切 性 质 . 

现在 的 第 一 章 包括 了 线性 微分 型 及 其 积分 的 所 有 基本 性 质 . 这 
就 为 读者 提供 了 阅读 第 三 章 (第 3.6 节 7 新 添 的 高 阶 外 微分 型 的 预备 


i: 


知识 . 现在 的 第 三 章 中 还 新 渗 了 一 个 关于 隐 函 数 定理 的 利用 净 次 通 
近 法 的 证 明 ， 一 个 关于 临界 点 的 个 数 和 二 维 向 量 场 的 指数 的 讨论 . 

在 第 四 和 第 五 章 中 ， 对 重 积 分 的 基本 性 质 作 了 大 量 的 增补 . 这 
持 面 临 荐 一 个 大 家 熟知 的 困难 ， 展 布 在 一 个 流 形 M 上 的 积分 ， 很 
容易 通过 把 对 适当 划分 成 小 片 来 定义 ， 却 必需 证 明 它 不 依赖 于 特 
殊 的 分 划 , 这 由 系统 地 使 用 约 当 可 测 集 类 的 有 限 交 性 质 和 单位 分 划 
而 解决 了 . 为 了 使 应 用 拓扑 学 上 的 复杂 性 减少 到 最 低 限 度 ， 我 们 只 
考虑 了 光 清 地 嵌入 于 欧 氏 空间 中 的 六 形 ， 另 外 ， 对 流 形 的 “定向 ” 
的 概念 也 作 了 详细 的 研讨 ,这 是 要 讨论 外 微分 型 的 积分 及 其 可 加 性 
所 必需 的 .在 这 个 基础 上 我 们 给 出 了 mn 维 空间 中 的 散 度 定理 和 司 
铎 克 斯 定理 的 证 明 ， 在 第 四 章 关于 傅 里 叶 积分 的 一 节 (第 4.13 节 ) 
里 ， 还 新 污 了 关于 帕 塞 殉 尔 等 式 和 傅 里 时 重 积分 的 论述 ， 

在 这 一 卷 的 准备 过 程 中 ， 景 珍贵 的 是 ， 著 者 们 能 不 断 得 到 两 位 
朋友 慷慨 的 帮助 ， 一 位 是 Carnegie Mellon 大 学 的 Albert A. Blank 
教授 ， 一 位 是 Negev 大 学 的 Alan Solomon 教授 .在 几乎 每 一 页 上 
都 有 着 他 们 的 批评 、 改 正 、 建 议 的 痕迹 ,， 他们 还 为 这 一 着 准备 了 练 
习题 和 问题 . 

我 们 感谢 KK.O. Friedrichs 教授 和 Donald Ludwig 教授 建设 性 
的 宝贵 建议 ， 还 感谢 John Wiley and Sons 公司 及 其 编辑 部 的 不 断 
鼓励 和 帮助 
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第 一 章 ”多 元 函数 及 其 导数 


在 第 一 卷 中 曾 讨论 过 的 极限 、 连 续 、 导 数 和 积分 等 概念 ， 同 样 
也 是 二 元 或 多 元 函数 的 基本 概念 . 然而 ， 有 很 多 在 一 元 函数 理论 中 
并 不 存在 的 新 的 现象 ， 必 须 在 多 维 中 加 以 讨论 , 通常 一 个 定理 只 要 
对 于 两 个 变量 的 涵 数 可 以 证 明 它 ， 那 么 在 证 明 中 不 需要 作 任 何 本 
质 的 改变 ， 就 容易 推广 到 多 于 两 个 变量 的 函数 中 去 因此， 在 以 后 
的 论述 中 我 们 常 限于 讨论 两 个 变量 的 函数 , 其 中 各 种 关系 都 比较 容 
易 用 几何 图 形 来 显示 ， 而 只 当 由 此 得 到 一 些 另外 的 见解 时 , 才 对 三 
个 或 更 多 个 变量 的 函数 如 以 讨论 ; 所 得 结果 也 同样 可 以 作 简单 的 几 
何 学 的 解释 . 


1.1 平面 和 空间 的 点 和 点 集 


a. 点 的 序列 ， 收 化 性 


在 一 个 币 卡 儿 平面 坐标 系 中 ， 一 对 有 顺序 的 数值 (z,y) 在 几何 
上 可 以 用 一 个 点 PP 来 表示 , 这 个 点 的 坐标 为 z 和 Yy. 两 点 P= (=, 东 
与 P= (x",y) 之 间 的 距离 可 以 由 公式 


PP'= V(r — 5) +(y 一 玖 2 


求 得 . 这 是 欧 几 里 得 几何 学 的 基本 公式 .我们 利用 距离 的 概念 可 以 
定义 一 个 点 的 邻 域 . 一 个 点 C= (a,P) 的 6 邻 域 是 由 所 有 那些 与 
C 的 距离 小 于 = 的 点 卫 = (2, 切 构成 的 ; 从 几何 学 上 说 ， 这 是 一 个 
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以 C 为 中 心 、 以 < 为 半径 的 圆 盘 1 它 可 用 不 等 式 


(zz 一 ay2+(g 一 有 <e< 


来 描述 . 
我 们 考虑 无 穷 的 点 序列 


A= (z1,1), BD 三 (zz 一 {zn, yr), 


例如 五 = fm) 定义 了 一 个 序列 ， 其 中 所 有 的 点 都 在 抛物 线 y = 
上 . 一 序列 中 的 点 并 不 一 定 都 不 相同 ， 例 如 ， 无 穷 序 列 P= 
(2,( 一 1)*) 只 有 两 个 不 同 的 元 素 . 
如 果 能 找到 一 个 图 的 ， 它 包含 所 有 的 已 ,, 也 就 是 说 ， 如 果 存 在 
一 个 点 8 与 一 个 数 M, 使 得 对 所 有 的 n 都 有 志 @ < M, 那么 我 
们 说 序列 户 , 疡 …… 是 有 和 界 的 ， 例如 序列 户 , = (17m,117r2) 是 有 界 
的 ， 而 序列 (n,n?) 是 无 界 的 - 
与 序列 有 关 的 最 重要 的 概念 是 收敛 的 概念 ， 我 们 说 ， 一 个 点 


序列 PP,B,... 收效 到 一 个 点 w, 或 


lim ,= 0, 


n+o0 


是 指 距 离 名 可 收敛 到 零 ， 这 样 ， im P. = Q 就 意味 着 对 于 每 一 
个 。> 0 都 必然 存在 一 个 数 N, 使 对 于 所 有 n > N, PP 都 在 @ 的 
= 邻 域内 

举 一 个 例 ， 对 于 由 只 = (e-"/4cosn,e-"* sinn) 定义 的 点 序 
列 ， 我 们 有 ,lim P. = (0,0) = Q, 因为 ， 在 这 里 


BO=~e"™ /iy0 no0. 
1) 平常 所 用 的 “加 ”这 个 闻 ， 是 下 全 中 吝 庆 是 条 由 于 是 侣 类 不 请 
的 . 我们 查 据 实际 柚 行 的 说 淮 ， 把 “加 ”只 用 于 曲线 ， 夯 把 “ 转 形 区 域 ” 丰 “ 贺 表 ” 用 于 
两 基 区 二 局 样 ， 在 空 晰 中 我 们 把 < 二 名 于 前 避 世 所 剖 的 三 维度 休 “ 球 居 ” 区 


别 开 
hy 等 价 地 说 ， 任 何 一 个 以 @ 为 中 心 的 回 稚 ， 队 有限 个 PP， 外， 它 包 含 所 有 的 了. 
我 们 筷 常 用 记 法 表示 成 ， 当 mn oo 时 Pr 全 局 . 
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我 们 指出 ， PP 是 沿 着 极 坐 标 方程 为 > = e /4 的 对 数 螺 线 趋 于 原 
襄 昌 的 ( 见 图 4.4). 


图 1.1 收 敏 序列 户 


点 序列 本 = (znyyn) 收 化 到 点 @ = (6, 日 意味 着 ， 两 个 数 序 
列 zn 与 yr 分 别 收 敛 ， 且 


jim 2zn 一 2 lm yn = 5b, 
所 一 Do To0 


诚然 ， Fn 很 小 隐 含 着 zs 一 4 与 yn 一 8 都 很 小 ， 因 为 


[za 一 al < Pm, lyn 一 | < he; 


BS = WwW [rzn — 0) + (gn — 2 < |zn — al + Jy 一 对 


从 而 当 za 一 与 四 一 6 时 有 瑟 吉 一 0 
如 同 数 序列 的 情形 一 样 ， 我 们 可 以 利用 柯 西 的 内 在 收敛 判别 
法 来 证 明 一 个 点 序列 收 仿 ， 而 不 需要 知道 它 的 极限 值 ， 这 个 判别 
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法 ， 在 两 维 中 断言 ; 一 个 点 序列 P= (zn,ys) 是 收 化 的 必要 充分 条 
件 是 , 对 每 一 个 。 > 0, 不 等 式 本 Ba <e 对 大 于 适当 的 值 N = N(e) 
的 所 有 n,m 都 成 立 。 其 证 明 可 以 对 两 个 序列 ms 与 加 中 的 每 一 个 
运用 数 序列 的 柯 西 收敛 判别 法 来 推 得 . 


b. 平面 上 的 点 集 


在 讨论 单 变量 > 的 孙 数 时 ， 我 们 常 允 许 = 在 一 个 “区间” 内 变 
化 , 区 间 可 以 是 闭 的 或 开 的 , 可 以 是 有 界 的 或 无 界 的 , 而 对 于 高 维 空 
间 中 的 函数 记 可 能 取 的 区 域 币 言 ， 必 需 考 虑 更 多 种 类 的 集合 ， 并 且 
必需 引进 描述 这 些 种 类 集合 的 简单 性 质 的 一 些 述 语 . 在 平面 中 我 们 
通常 考虑 的 可 以 是 曲线 也 可 以 是 二 维 区 域 . 平面 曲线 在 第 一 卷 第 四 
章 中 已 广泛 地 讨论 过 ， 通 常 它们 可 以 用 “ 非 参数 ”形式 的 一 个 函数 
8 = f(T) 给 外， 或 者 用 “参数 ”形式 的 一 对 函数 = 和 本 如 贡 
给 出 , 或 者 用 一 个 隐 式 方程 F(z,y) = 0 给 出 (在 第 三 章 中 我 们 将 更 
针 地 讲 到 瞻 式 表示 法 ). 


图 1.2 。 单 连通 区 起 图 1.3 三 连通 区 城 


除 曲线 之 外 ， 我 们 还 有 组 成 一 个 区 域 的 二 维 点 集 ， 这 个 区 
域 可 以 是 整个 zy 平面 ， 或 者 是 由 一 简单 闭 曲 线 力 成 的 一 部 分 平面 
{ 在 这 种 情况 下 ， 形 成 一 个 单 连通 区 域 如 图 1.2 所 示 ), 或 者 是 由 几 
个 这 类 曲线 围 成 的 一 部 分 平面 ， 在 后 一 种 情况 下 ， 我 们 称 之 为 多 
连通 区 域 ， 边 界 曲 线 的 数目 就 叫做 连通 数 ; 例如 图 1.3 就 表示 一 
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个 三 连通 区 域 ， 一 个 平面 集合 也 可 以 是 全 然 不 连通 的 , 而 是 由 
几 个 分 腐 部 分 组 成 的 {图 1.4). 


图 1.4 。 菲 连 通 区 域 


一 般 说 来 ， 要 考虑 的 区 域 的 边界 曲线 都 是 逐 段 光滑 的 ， 亦 即 
每 一 个 这 样 的 曲线 是 由 有 限 个 弧 组 成 的 ,每 - 段 驱 上 所 有 的 点 ， 包 
括 端 点 在 内 ， 都 有 一 个 连续 转动 的 切线 ， 因 此 ， 这 样 的 曲线 至 多 也 
只 有 有 限 个 角 . 

在 绝 大 多 数 情况 下 ， 我 们 用 个 或 多 个 不 等 式 来 描述 一 个 区 
城 , 而 在 边界 的 一 些 部 分 保持 等 号 ， 有 两 种 最 重要 的 区 域 形式 是 经 
常 遇 到 的 ， 一 个 是 矩形 区 域 (其 各 按 平行 于 坐标 轴 ), 一 个 是 圆 盘 . 
年 形 区 域 {图 1.5) 是 由 这 样 一 些 点 (3, 纹 构成 的 ， 它 们 的 坐标 注 足 
不 等 式 

a<r<b c<y<ad: 
每 一 个 上 华 标 限制 在 一 个 确定 的 区 间 上 、 并 生 点 (z,2) 在 一 个 矩形 内 
部 变化 . 我 们 这 里 定义 的 年 形 区 域 是 开 的 ， 就 是 说 它 不 包含 它 的 边 
界 . 
把 定义 该 区 域 的 一 个 或 几 个 不 等 式 改 为 等 式 ， 并 且 允 许 (但 不 
是 必需 的 ) 其 余 的 不 等 式 中 有 等 号 ， 这 样 就 得 到 边界 由 线 .例如 


T=a, CeYy< a 
1“ 各 通 ” 的 殉 仍 定义 见 第 110 页 . 


多 1.5 ”矩形 区 城 图 1.6 四 盘 


定义 了 矩形 的 一 条 边 . 把 所 有 的 边界 点 加 到 该 集合 中 去 ,就 得 到 闭 
矩形 ， 它 由 下 面 的 不 等 式 来 描述 ; 


a<z<b, c<y<d. 


如 前 面 所 见 那 样 ， 中 心 为 (a,B) 、 半 径 为 7 的 立 盘 (图 1.6), 可 
由 下 面 这 不 等 式 给 出 ; 


(z 一 alj?+ 起 一 月 ? < 72. 


把 边界 贺 加 到 这 个 “ 开 ” 圆 盘 上 ， 我 们 就 得 到 “ 闭 ” 贺 盘 ， 它 由 
下 式 表 示 
(z~oa)?+(y P<. 


c, 集合 的 边界 . 闭 集 与 开 集 


区 域 的 边界 可 以 看 作 一 类 薄膜 它 把 那些 属于 区 域 的 点 与 不 属 
于 区 域 的 点 分 开 . 我 们 将 会 看 到 ， 这 样 的 边界 的 直观 概念 并 不 总 是 
有 意义 的 . 然而 ， 值 得 注意 的 是 ， 有 一 种 方法 可 以 十 分 一 般 地 和 定义 
任何 点 集 的 边界 , 使 得 它 在 这 种 定义 方式 中 至 少 与 我 们 的 直观 概 


念 相 一 致 . 我 们 说 点 了 是 点 集合 5 的 一 个 边界 点 , 意思 是 说 , 了 
的 每 一 -个 邻 城内 有 属于 8 的 点 也 有 不 属于 s 的 点 因此 ， 如 果 P 
并 不 是 一 个 边界 点 ， 那 就 必定 存在 Pp 的 一 个 邻 域 它 只 包 合 同一 
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类 的 点 ， 也 就 是 说 ， 或 者 我 们 可 以 找到 己 的 一 个 邻 域 ， 它 包含 的 全 
部 是 $ 的 点 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 叫 P 为 5 的 一 个 内 点 ; 或 者 我 
们 可 以 找到 P 的 一 个 邻 城 ， 它 包含 的 全 部 不 是 5 的 点 ， 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 叫 为 5 的 一 个 外 点 . 这 样 ， 对 于 一 个 给 定 的 点 集 
S， 平 耐 上 的 每 -- 个 点 , 不 是 5 的 边界 点 ,就 是 8 的 内 点 或 外 点 ， 

而 县 只 能 属于 这 燃点 中 的 一 菊 . $ 的 全 部 边界 点 的 集合 构成 5 


的 边界 ， 我 们 用 符号 85 表示 . 
举 一 个 例子 ， 令 5 为 矩形 区 域 


a<z<b, c<y<ud. 


显然 ， 对 于 5 中 任 一 个 点 P, 我 们 可 以 找到 一 个 以 = (ao 及 为 中 
心 的 小 圆 盘 ， 它 全 部 包含 于 5 之 中 ， 我 们 只 党 要 取 一 个 了 的 。 邻 
域 ， 其 中 e 为 足够 小 的 正 值 ， 使 


a<aoa~-s<atss<b, c<B-e<pi+e<d. 


这 表明 在 这 里 8 的 每 一 个 点 都 是 肉 点。 5 的 边界 点 卫 是 那些 刚好 
位 于 和 抢 形 的 一 个 边 上 或 一 个 角 上 的 点 .在 第 一 种 情况 下 ， 中 的 每 
一 个 足够 小 的 邻 域 一 半 属 于 5, 一 半 不 属于 5; 在 第 二 种 情况 下 , 每 
一 个 邻 域 的 四 分 之 一 属于 5 而 四 分 之 三 不 属于 .3 {图 1.7). 


图 1.7 化 形 区 域 的 内 点 4 外 点 信和 边界 点 BB, 作 


根据 定义 ， 集 合 5 的 每 一 个 内 点 PP 必须 是 5 的 点 ， 这 是 因为 
存在 P 的 一 个 邻 域 ， 它 的 点 全 部 都 是 5 的 点 ， 而 P 又 属于 这 个 邻 
域 . 同样 ， 3 的 任何 一 个 外 点 明确 地 不 属于 3 另 一 方面 ， 一 个 集 
合 的 边界 上 的 点 ， 有 时 属于 有 时 不 属于 这 集合 0. 开 和 矩形 


a<zrz<b, c<y<d 


并 不 包含 其 边界 点 ， 而 冻结 形 


2<ZSp cec<ys<d 


则 包含 其 边界 点 . 

一 般 说 来 ， 我 们 称 一 个 点 集 5 是 开 的 ， 如 果 3 的 边界 点 都 
不 属于 3 ( 亦 即 ， 如 果 S 由 其 全 部 内 点 组 成 ). 5 叫做 闭 的 ， 如 果 
它 包含 它 的 边界 ， 对 于 任何 一 个 集合 5, 我 们 总 可 以 把 一 切 原先 并 
不 属于 S 的 那些 边界 点 加 到 5 上 而 得 到 一 个 闭 集 。 这 样 我 们 就 得 
到 一 个 新 的 集合 ， 称 为 5 的 团 包 5. 读者 可 以 容易 地 证 明 ， 5 的 
团 包 是 一 个 闭 集 ， 外 点 是 那些 不 属于 5 的 闭 包 的 点 . 同样 地 ,我们 
可 以 定义 5 的 内 点 组 成 的 集合 为 3 的 内 部 30, 这 个 集合 可 以 从 3 
中 减 去 全 部 边界 点 而 得 到 . 5 的 内 部 是 开 的 . 

必须 看 到 ,集合 可 以 既 不 是 开 的 也 不 是 闭 的 . 我 们 可 以 容易 地 
构造 一 个 集合 5, 它 只 包 售 它 的 边界 的 一 部 分 ， 例 如 半 开 短 形 


a<i<b, cy<d. 


把 我 们 对 边界 的 观念 应 用 到 很 一 般 的 集合 中 去 , 并 将 结果 从 直 

觉 中 解脱 出 来 ， 这 也 是 一 件 非 常 重要 的 事 , 最 好 的 例子 是 由 平面 上 

全 部 “有 理 点 ”构成 的 集合 5, 即 由 那些 坐标 2,y 都 是 有 理 数 的 点 

已 = (z,4) 构成 的 集合 ， 把 它 说 成 是 一 条 “曲线 ” 或 一 个 “区 域 ”都 

无 意义 . 很 清楚 ， 每 一 个 平面 上 的 辆 抢 都 包 售 有 理 点 和 无 理 点 ， 因 

1) 注意 “不 属于 3 和 “5 之 外 ”是 有 区 别 的 。 3 的 一 个 边界 点 即使 不 属于 S 也 
绝 不 可 能 在 3 之 外 . 
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此 ， 这 时 没有 边界 野 线 ， 它 的 边界 85 包含 整个 平面， 它 既 无 内 点 
也 无 外 点 . 

即使 在 边界 是 一 维 的 情况 , 也 并 不 是 所 有 边界 点 都 是 把 内 点 与 
外 点 分 隔 开 . 例如 ， 不 等 式 

(2~aPt(y~ 0 <r, yh 
描述 了 把 ， 个 直径 除外 的 圆 盘 ; 这 里 ， 人 
边界 系 由 图 人 


(z -a +(y-B? = 
与 直径 


= 有 ， | 2 al <r 
1.8 ”除去 了 - -个 直径 的 四 盘 


组 成 .而 直径 上 每 一 个 ( 非 端 点 的 ) 点 的 任何 足够 小 的 邻 域 都 不 包 
含 外 点 (图 1.8). 


4. 闭 包 作为 极限 点 的 集合 


当 我 们 考虑 那些 全 部 属于 集合 5 的 点 序列 五 , 疡 ，… 的 极限 
时 ， 一 个 集合 的 “内 部 ” 、“ 边 界 ” 和 “外 部 ” 的 概念 是 十 分 重要 
的 出 . 很 显然 ， 3 的 外 部 的 一 点 @ 不 能 成 为 序列 的 极限 点 ， 这 是 
因为 存在 Q@ 的 一 个 邻 域 ， 它 没有 5 的 点 ， 这 就 阻止 了 Px 任意 接 
近 @. 因此 5 内 的 点 序列 的 极限 必须 是 3 的 边界 点 或 内 点 ， 由 于 
5 的 内 部 与 全 部 边界 点 组 成 5 的 闭 包 ， 由 此 推 知 ， 5 内 的 序列 的 
ee 

反之 ， 5S 的 闭 包 的 每 一 个 点 @ 实际 上 都 是 S 的 某 一 序列 
请 , 户 …- 的 极限 , 因为 如 果 @ 是 闭 包 的 一 个 点 , 则 驴 或 者 属于 3 或 
者 属于 边界 . 在 第 一 种 情形 , 我 们 显然 有 3 的 一 个 点 序列 @,@,Q,-… 


了) 这 些 点 Pix 不 必 彼 此 之 问 不 相同 . 


收敛 到 @. 在 第 二 种 情形 ， 对 于 任何 <> 0, @ 的 。 邻 域 都 至 少 包 
售 一 个 3 的 点 . 对 于 每 一 个 自然 数 n, 我 们 可 以 在 3S 中 选择 一 个 点 
已 它 属 干 外 的 < 邻 域 而 


mn 
| 
总 上 一 


很 清楚 ， 户 , 收 伍 到 8. 
s, 空间 的 点 与 点 集 


一 组 有 序 的 三 个 数 (z,g,z) 可 用 通常 的 方式 由 空间 中 的 一 个 点 
也 来 表示 . 这 里 数 x,y,z 为 书 的 币 卡 几 坐 标 ， 是 从 叫 到 三 个 互相 
牌 直 的 平面 的 ( 带 有 符号 的 ) 距离 . 两 个 点 P(z, 2) 与 已 (co 
之 间 的 归 离 PF 由 下 式 给 出 : 


PF'= Vr — 2 + — 9) + (2 — 3). 
点 日 == (a,b,c) 的 < 邻 域 是 由 那些 适合 PG < e 的 点 P = (z,y,z) 
构成 的 ， 这 些 点 构成 由 不 等 式 
(zs —a):+(y—b {es— eo) <e. 


给 出 的 球 . 

与 平面 上 和 矩形 区 域 相 类 似 的 是 平行 六 面体 ?, 由 下 列 一 组 不 等 
式 所 描述 : 

tI<b c<y<d ce<z<f, 

所 有 为 平面 集合 而 发 展 的 概念 一 一 边界 、 闭 包 等 等 一 一 都 可 用 一 
种 明显 的 方式 推广 到 三 维 中 去 ， 

当 我 们 处 理 有 序 的 四 个 数 z,y,z.w 所 成 的 数组 时 ， 我 们 的 直 
观 就 无 法 提 殿 一 个 并 何 解释 . 但 是 我 们 仍然 可 以 方便 地 使 用 几何 术 
语 ， 称 呼 (zx,y, z,w) 为 一 个 “四维 空间 中 的 点 ”. 满足 不 等 式 

(z—a +(y-b) +(e +lw -ad <e 

和 
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的 那些 四 维 数组 rz,y,z,w) 就 按 定义 构成 点 (a5,c,4) 的 。 邻 城 . 
一 个 矩形 区域 2 用 如 下 形式 的 一 强 不 等 式 描 述 ; 


ua<r<h cey<d, eczef, yg<wv<h. 


当然 ， 这 种 四 维 中 的 “点 * 的 概念 并 不 神秘 ， 它 仅 私 是 一 个 方 德 的 
术语 ， 并 不 意味 着 四 维 空间 的 物理 实体 ， 诚 然 也 并 没有 什么 东西 能 
阻止 我 们 把 维 数 组 (zl,zz，…,zn) 叫做 nn 维 空间 中 的 一 个 “点 ”， 
这 里 ”可 以 是 任何 一 个 自然数. 在 许多 应 用 中 ,通过 这 种 方式 把 ” 
个 量 所 措 述 的 一 个 系统 用 高 维 空间 的 一 个 单个 点 来 代表 , 这 办 法 是 
既 很 有 用 也 很 有 启发 性 的 3， 人们 常常 模拟 三 维 空间 的 几何 解释 ， 
作为 探讨 高 于 三 维 时 的 指导 ， 


练 习 1.1 


1. 平价 上 一 个 点 (z, 胡 可 以 用 一 个 形 如 2 = z 十 记 的 一 个 复 
数 表示 ( 见 第 一 卷 第 114 页 )}， 试 讨论 下 列 取 不 同 值 的 多 序列 的 收 
全 性 ; 

(a) 27, 

{b) 21m, 这 里 ZV" 定义 为 Z 的 ” 次 元 根 ， 即 最 小 正 幅 角 的 
根 . 

2. 证 明 ， 对 中, = (zn 十 n,n 十 1m), 则 有 


an P=izi+t,y 7 7), 


这 里 ， 假 设 了 极限 > = Jim sn, € = lim én y= im gr, 1 = 
im rm 都 存在 ， 
3. 证 明 圆 秀 ?十 右 < 1 的 每 一 个 点 均 为 内 点 . 这 对 于 7? 二 六 < 
1 是 否 也 对 ? 作出 解释 . 
1) 在 多 维 中 这 类 短 形 区 域 也 常用 “单元 ” 和 “区 间 ” 这 种 名 词 米 描 述 . 
2) 例如 一 个 容器 中 气体 的 分 子 所 成 的 柔 统 可 以 用 一 个 具有 很 高 维 教 的 “相位 空间 " 


中 的 一 个 单个 的 点 的 位 置 米 插 述 再 说 得 广泛 一 些 ， 在 分 析 的 某 些 部 分 中 孔 惯 于 将 数 
71;223,…， 所 构 成 的 一 个 无 穷 序列 用 一 个 无 穷 礁 空间 中 的 一 个 点 来 代表 ， 
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4 证 明 适 合 条 件 y > 的 全 部 点 (z,2) 所 成 的 集合 5 是 开 
的 ， 

5. 当 把 一 个 线段 考虑 成 zy 平面 的 一 个 子 集 时 ,什么 是 这 个 线 
段 的 边界 ? 


问 题 1.1 


1 设 卫 为 集合 8 的 一 个 边界 点 ， 但 不 属于 5. 试 证 明 5 中 存 
在 一 互 不 相同 的 点 的 序列 访 , 咏 ,…, 以 卫 为 极限 . 

2. 试 证 一 个 集 的 闭 包 是 闭 的 . 

3. 设 P 为 集合 5 中 的 任何 一 个 点 ， 并 设 9 为 这 集合 的 任何 
一 个 外 点 。 试 证 线段 PQ 包含 5 的 一 个 边界 点 . 

4. 设 G 为 满足 条 件 | < 1 ly| < ,以 及 2 一 3,y < 0 的 全 
部 点 (z, 切 所 成 的 集合 ， 问 G 是 否 只 包含 内 点 ? 试 证 明之 . 


1.2 “” 几 个 自 变量 的 函数 


a. 范 数 及 其 定义 域 
这 样 形式 的 方程 
WU=t+y f= 2 或 w= logll 2? — 2) 


对 于 每 一 对 值 (z,2) 都 确定 一 个 函 歼 值 4. 在 前 两 个 例子 中 ， 对 每 
一 对 值 (z,g 都 确定 了 4 的 一 个 值 ， 而 在 第 三 个 例子 中 ， 只 有 当 一 
对 值 (z, 妇 满足 不 等 式 2? + 护 < 1 时 方程 才 有 意义 ， 

一 般 说 来 ， 对 于 每 一 对 属于 某 一 个 特定 集合 ( 即 函 数 的 定义 
域 ) 的 (zx,y) 值 ， 依照 某 规 律 f, 确定 了 因 变 量 * 的 唯一 的 一 个 
信 ， 我 们 就 说 4 是 自 变量 和 ? 的 一 个 函数 ， 这样， 一 个 函数 
4 二 fr, 切 便 定义 了 一 个 映射 ,把 zy 平面 上 的 一 个 点 集 ( 即 了 的 
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定义 域 ) 映射 到 轴 上 的 某 一 点 集 ， 即 了 的 值 域 . 类 似 地 ， 我 们 说 
是 nn 个 变量 xz1,I2,… ,zr 的 一 个 函数 ， 是 指 对 于 某 一 特定 集合 
中 的 每 一 组 值 (21,x2,… ,zn) 都 确定 了 一 个 相应 的 唯一 值 .1 

例如 ， 一 个 直 平 行 六 面体 的 体积 = zyz 是 三 个 边 长 x,y,z 的 
一 个 函数 ， 磁 倾角 是 纬度 、 经 度 和 时 间 的 一 个 泡 数 ， 和 和 zl 二 z2 十 
… 二 In 是 nn 个 项 zw1,22,-…' ,Tn 的 一 个 函数 . 

必须 指出 , 一 个 函数 了 的 定义 域 是 斤 述 它 的 一 -个 不 可 缺少 的 部 
分 . 在 4 = f(z,y) 由 显示 式 给 出 的 情形 ， 自 然 要 取 能 使 这 表示 式 有 
意义 的 所 有 (2, 芒 作为 了 的 定义 域 . 然而 ， 用 同一 表示 式 所 给 出 的 
函数 , 可 以 用 “限制 * 的 方法 来 定义 一 个 较 小 的 域 , 公式 如 = 十 灾 
可 以 用 来 定义 一 个 具有 定义 域 


的 函数 

像 一 元 函数 的 情形 一 样 ， 一 个 函数 关系 4 = f(x, 把 自 变 量 
组 x,y 联系 到 的 一 个 唯一 值 . 因此 ，-- 个 酚 数 值 不 能 由 多 值 的 解 
析 表 示 式 如 像 arc tan 所 确定 ， 除 非 我 们 规定 “arc tangent” 只 取 
主 分 枝 ， 即 其 值 在 -了 到 +7 之 同 (参阅 第 一 卷 第 240 页 ), 并 且 我 
们 还 要 除去 直线 + = 0. 3 


b， 最 简单 的 函数 


如 同 单 变量 的 情形 一 样 , 多 于 一 个 变量 的 最 简单 的 郴 数 仍 是 有 
理 整 孙 教 或 多 项 式 . 最 一 般 的 一 次 多 项 式 或 线性 函数 具有 这 样 的 


1) 我 们 常常 宁愿 把 函数 f 看 作 是 给 一 个 点 P 指定 一 个 值 ， 而 不 是 给 描写 PP 的 一 


对 坐标 (z,2) 指定 一 个 值 、 这 样 我 们 就 把 玉 z,y) 写作 FLP). 这 种 记号 ， 当 点 与 什 
六 P) 之 间 的 消 数 关系 由 几何 来 定义 而 不 是 参考 一 个 特定 的 zy 坐标 系 时 ， 特 别 适 用 . 
2) 取 主 值 , 我 们 可 看 到 4 二 arctany/z, 当 z>D, 不 是 别 的 , 而 是 从 正 z 轴 算 起 
.点 位, 狠 的 极 角 ， 这 个 极 角 还 可 以 用 明显 的 方式 几 亿 地 定妆 为 一 个 草 慎 函数 ( 取 值 于 
一 7 到 7 之 间 }, 如 果 我 们 除去 原点 以 及 位 于 负 z 辅 上 的 点 ; 但 如 果 我 伯 把 arctangent 
理解 为 主 分 枝 ， 那 么 在 推广 了 的 区 域内 这 个 极 角 就 不 再 由 arc tan y/z 给 出 来 了 ， 


。 13 ， 


形式 ， 
4 一 0 十 好 十 c， 


其 中 a,b 和 ec 均 为 常数 .最 一 般 的 二 次 多 项 式 具 有 这 样 的 形式 : 
u=ar :+bry+cer +drteytf, 

它 的 定义 域 是 整个 zy 平面 . 任何 次 数 的 一 般 多 项 式 是 有 限 个 项 

amnzmgw (叫做 单项 式 ) 的 和 ， 其 中 m 和 m 为 非 负 问 数 ， 而 季 


数 gmn 是 任意 的 . 
只 要 系数 Cmn 不 为 0, 单项 式 Gaonmn 的 次 数 是 x 和 区 的 


表示 式 中 的 和 m + n. 多 项 式 的 次 数 是 (在 相同 等 的 > 和 ! 合并 项 
以 后 ) 系数 不 为 0 的 任何 一 个 单项 式 的 最 高 次 数 ， 一 个 多 项 式 ， 其 
所 有 各 单项 式 具有 相同 的 次 数 N 时 叫做 一 个 齐 次 多 项 式 或 N 次 
型 . 如 ze + 2zg 或 3z3 + (7/5)s2y + 232 就 是 这 种 型 
通过 有 理 函数 开 方 ， 我 们 可 得 到 一 些 代数 函数 ,例如 


_ Joy f(s+’ 
“一 zy + Ty 
我 们 将 要 用 到 的 大 多 数 更 复杂 的 多 变量 函数 ,都 可 以 用 单 变量 
的 那些 热 悉 的 条 数 来 描述 ， 例 如 


二 Sin(zarc cos 臣 或 uw = logw 3 


c. 函数 的 几何 表示 法 


如 同 我 们 用 曲线 来 表示 一 元 说 数 一 样 , 我 们 可 用 曲面 来 几何 地 
表示 二 元 函数 ， 为 了 这 个 目的 ， 我 们 来 考虑 一 个 空间 的 (x,y,w) 直 
角 坐 标 系 ， 并 且 在 zy 平面 上 的 函数 定义 域 只 内 的 每 一 个 点 (z, 切 
上 方 , 标 出 以 4 = Fe,g) 为 第 三 伙 标 的 点 也 . 当 点 (号 , 切 遍及 定义 

切 “ 代 数 函 数 ”一 词 的 一 般 定 义 见 第 249 页 . 
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域 刀 时， 点 三 描绘 出 一 个 空间 曲面 ， 这 个 曲面 我 们 就 取 作 为 范 孝 
的 几何 表示 . 

反 过 来 说 ， 在 解析 几何 中 ， 空 间 曲 面 可 用 二 元 函数 表示 ， 因 此 
在 这 种 曲面 与 二 元 消 数 之 间 有 一 种 互 逆 关 系 . 例如， 着 数 


二 Vl- 


对 应 着 位 于 wy 平面 之 上 的 半球 ， 球 半径 为 1, 球 心 在 原点 ， 渭 数 
w= 22 十 所 对 应 着 一 个 所 谓 旋转 抛物 面 ， 它 是 把 一 个 抛物 线 丸 = 2? 
绕 4 轴 旋 转 而 得 到 的 (图 1.9). 消 数 = 2 一 护 和 4= 2y 对 应 着 
双 曲 抛物 面 (图 1.10). 线性 函数 业 = az 十 的 十 c 的 图 形 是 一 个 空间 
平面 ， 如 果 在 函数 4 = f(z, 力 中 一 个 自 变 量 ， 警 如 y, 并 不 出 现 ， 
因而 只 依赖 于 z, 即 羡 = 9g(z), 那么 这 函数 就 在 x,y,% 空间 中 代 
表 一 个 柱 曾 , 它 是 由 通过 曲线 u = g(xz) 上 的 点 且 与 uz 平面 垂 真 的 
直线 所 产生 的 . 


19 了 一 ga 十 王 


然而 这 种 由 直角 坐标 表示 的 方法 有 两 个 缺点 首先， 当 我 们 处 
理 三 个 或 更 多 个 自 变 量 的 情形 时 ， 就 不 能 用 几何 直观 法 ， 其 次 ， 即 
使 是 两 个 自 变量 ， 也 常常 把 讨论 局 限于 zy 平 商 更 为 方便 ， 因 为 在 
平面 上 我 们 进行 几何 构图 不 存在 困难 . 从 这 一 -观点 出 发 ， 二 元 函数 
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有 些 时 候 用 一 种 等 值 线 的 几何 表示 法 更 好 一 些 . 在 zy 平面 上 ， 我 
们 取 所 有 那些 使 < = f(z,2) 为 一 常数 值 的 那些 点 ， 如 4 = 二. 这 些 
点 通常 位 于 一 条 或 几 条 曲线 二， 这 就 叫做 函数 的 给 定常 数值 的 
等 值 线 或 等 高 线 . 我 们 也 可 以 用 平行 于 zy 平面 的 平面 w= 来 
切割 曲面 二 = f(z,y) 得 到 曲线 ， 并 把 相交 曲线 垂直 投射 到 zy 平面 
来 获得 这 些 曲 线 . 

对 应 高 度 大 的 值 为 所, 2,… 的 这 一 族 等 高 线 ， 给 我 们 提供 
了 一 种 函数 的 洗 示 法 .在 实践 中 被 指定 一 系列 算术 级 数值 ， 如 
k == yh, 其 中 > = 1,2,…. 于 是 等 高 线 之 间 的 距离 给 我 们 一 个 关于 
其 面 v = f(z,y) 的 陡 度 的 度量 ， 每 两 条 相 邻 线 之 间 ， 函 数 改变 的 
值 都 相同 ,等 高 线 靠 得 很 近 的 地 方 ， 说 明 函 数 上 升 或 下 降 很 陡 ， 等 
高 线 分 得 很 开 的 地 方 ， 说 明 曲 面 是 平坦 的 . 这 便 是 制作 等 高 线 地 图 
(例如 美国 地 质 测量 局 的 等 高 线 地 图 ) 的 原理 . 

按照 这 个 方法 ， 线 性 函数 4 = az + by +c 就 被 表示 成 一 族 平 
行 站 线 ez 十 如 十 c= 上. 函数 = z? 十 妨 就 被 表示 成 一 族 同心 贺 
{图 1.11), 函数 宇 = 避 一 妨 , 其 曲面 为 “马鞍 形 *( 图 1.10), 就 被 表示 
成 一 族 双 曲线 ， 如 图 1.12 所 示 . 


1.11 二 42 十 如 的 等 高 线 图 1.12 w= z2 一 32 的 等 商 线 


用 等 高 线 来 表示 函数 4 二 f(z,y) 的 方法 , 具有 能 推广 到 三 个 自 
变量 的 函数 上 去 的 优点 . 这 里 代替 等 高 线 的 有 等 值 曲面 f(z,y,z) = 
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,其 中 此 为 常数 ,我 们 可 以 对 它 指 定 任何 一 系列 适当 的 值 , 例如 ， 
函数 % = 到 + 多 + 入 的 等 值 曲面 是 (z,y,z) 坐标 系 中 ， 中 心 在 原 


点 的 同心 球 . 


练习 


1. 求 下 列 冰 数 在 指定 点 处 的 值 


arccot (x + y)? 
arccot (z 一 只 


(a) z= ( 


1.2 


1 十 V3 1— V3 


) , 当 z= 7 y=; 
{b) w = ecosz(e+b， 当 yo— 二 
(0) z=, ve, Y= 


1 二 一 


{d) 2 = cosh(z + ¥), 2 = log7, y = log ;; 


(0) z= oY 1 


一 二 


本 


2. 像 第 一 卷 中 一 样 ， 除了 我 们 明确 声明 外 , 用 公式 法 确定 的 函 
数 的 定义 域 是 指 那些 使 表示 式 有 意义 的 全 部 点 的 集合 . 指出 下 列 函 


数 的 定义 域 和 值 域 : 
(a) z= VETD, 
1 
《cj > = 本 


(el > = log(z + 5y), 


(8) Y= Ve 


(i) z= 3— 22— 2y2, 
(k) z = log(z? — ¥2), 


{m) z = arctan 


z 
z+y’ 


(oj z = arc cos log(z + y), 


(b) z = V3 — , 

z=!- 气 - 务 

{f) z= Vrsiny, 
i 

tb) z= 

(1) z= 7 

(1) 5 一 arctan 一 一 二 

(2 eonaretan 

{p) #* = YYCoBT. 


3. 两 个 变量 的 一 般 的 n 次 多 项 式 的 系数 的 个 数 是 多 少 ? 三 个 


变量 的 情形 呢 ? 上 个 变量 的 情形 呢 ? 


4. 对 于 下 列 函 数 ， 画 出 对 应 于 2 = -2, -1,0,1,2,3 的 等 高 线 


的 铬 图 ; 


(a) z = 22y, 

(b} z=22++ 人 1, 

(cj) z= £2 — 

(d) 2 =¥, 

(e) z= yl1 一 二 

5. 夯 出 函数 z = coa(2z + 切 对 应 于 z = 0, 士 1, 二 的 等 高 线 
8. 病 册 下列 砷 面 的 格 留 ， 


(a) z = 22y, 
[bj) z = 22 + #2, 
{c) xz 一休 一 芒 
(d) z = 22, 
(e) z = sin(z + ). 
7. 求 函数 
zlogl+ Vr 
I VET 
的 等 值 线 . 


8. 求 使 得 函数 4 = 2(z? + 坊 )/2 等 于 常数 的 曲面. 


1.3 连续 性 


a， 定义 


像 在 一 元 函数 的 理论 中 一 样 ， 当 我 们 考虑 多 元 函数 时 ， 连 续 性 
的 概念 也 是 突出 的 ， 说 酒 数 u = f(x, 在 点 (8, 人 0 处 连续 ， 粗 略 地 
说 ， 意 味 着 在 所 有 靠近 (59 的 点 (2, 切 处 ， f(z, 胃 的 值 与 7 全 
相差 很 小 . 我 们 把 这 个 概念 更 精确 地 表述 如 下 ， 设 了 的 定义 域 为 
民用 9 一 人 全 基尼 中 的 二 个 点, 如 时 对 每 -个 => 0 者 在 
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个 5> 人 得 对 有 中 所 有 的 点 Po 加 愉 


= VT <i 上 
驶 有 
I(P)}— FQ) = fle FE <e (2) 


家 将, 划 了 查 训 9 尖 红 

若 一 个 函 孝 在 一 个 点 集 刀 中 的 每 一 个 点 处 都 连续 ， 我 们 就 说 
它 在 号 中 于 

下 面 的 事实 几乎 是 明显 的 ， 即 连续 函数 的 和 、 差 与 积 也 都 是 连 
续 的 . 连续 函数 的 商 , 在 那些 分 母 不 为 零 的 点 处 定义 一 个 连续 函数 
(证 明 见 下 一 节 第 23 页 ). 特别 是 ， 所 有 多 项 式 都 连续 ， 所 有 有 理 画 
数 在 分 母 不 为 零 的 那些 点 处 都 连续 . 还 有 ,过 续 函 数 的 连续 函数 本 
身 是 连续 的 (参阅 第 23 页 ). 

一 个 多 元 酌 数 的 不 连续 点 的 类 型 可 能 比 一 元 函数 的 复杂 得 多 . 
举例 来 说 , 不 连续 点 可 能 出 现在 整个 基线 狐 上 而 不 仅仅 是 在 一 些 孤 
立 点 上 ， 这 种 情形 发 生 在 由 下 式 定 义 的 函数 


u=y/z 当 z@#0, 
= 0, 当 z 二 0. 
它 沿 着 整个 直线 > = 0 不 连续 ， 更 有 甚 者 ， 一 个 函数 f(z,y) 可 能 
对 每 一 个 固定 的 y 值 ， 关 于 x 连续 ， 且 对 每 一 个 固定 的 > 值 ， 关 
于 Yy 连续 ， 但 作为 点 (x, 访 的 一 个 二 元 函数 仍然 是 不 连续 的 、 举 例 
来 说 
Fe, 功 = 本 二 5 (2, x (0,0), 
fl0,0) = 
1) 我 们 可 以 用 少 正 方形 代替 限制 {z,y) 在 以 发, 引 为 中 心 的 小 莫 盘 ， 连 续 性 定 多 


中 的 条 件 {1) 就 可 下 为 
他 一 届 < 5 且 和 你 一 名 二 下 (1) 
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这 个 函数 就 任何 加 定 的 y 关 0 而 言 ， 显 然 关于 z 是 连续 的 ， 因 为 分 
母 不 会 为 0 对 y = 0, 我 们 可 得 f(z,0) = 0, 它 依然 是 一 个 关于 > 
的 连续 函数 ， 同 理 ， f(z,y) 对 任何 轩 定 的 是 一 个 关于 9 的 连续 
函数 ， 但 是 在 直线 y = = 上 ， 除 了 = =y = 0 这 点 以 外 所 有 的 点 ， 
我 们 都 有 /(z, 妇 = 1 并 且 在 这 条 直线 上 有 任意 靠近 原点 的 点 ， 因 
此 f(zwy) 在 点 (0,0) 处 不 连续 

如 同 -元 函数 的 情形 一 样 ， 我 们 说 一 个 亢 数 7(P) = f(z,y) 在 
zy 平面 的 集合 R 内 一 至 连续 , 是 指 ， 如 果 f 在 的 全 部 点 上 有 
定义 ， 并 且 对 每 一 个 。> 0, 存在 一 个 正 数 5 = 5(e), 使 得 对 尺 内 的 
任何 两 个 点 了 与 Q, 其 距离 < 5 时 , 都 有 |f(P) 一 J(Q)| < 6. 量 
5 二 5(e) 叫做 /的 一 个 连续 模 . 我 们 有 如 下 的 基本 定理 ， 

车 一 个 消 数 了 在 有 界 闭 集合 下 上 有 宇 叉 孝昌 连续， 则 在 忆 
内 一 致 连续 (其 证 明 可 参阅 本 章 附录 ) 

特别 重要 的 情形 是 ， 我 们 可 以 找到 一 个 与 s 成 比例 的 连续 模 
(如 第 一 着 第 45 页 ). 如 果 函 数 f(P) 在 刀 中 有 定义 ， 并 且 存在 一 个 
常量 工 使 得 

If(P) — f(@)| < LEG (3) 


对 忆 内 的 一 切 点 己 @ 成 立 ， 则 称 这 酒 数 为 利 普 希 英 连 续 函数 . 
(5 叫做 “ 利 普 希 芯 常 数 ", 关系 式 (3) 叫做 “惠普 希 区 条 件 ”.) 很 


清楚 ， 每 一 个 利 普 希 艾 连续 函数 / 是 一 致 连 续 的 ， 并 且 有 连续 模 
$=e/L. ?) 
1 一 斤 连 续 的 多 点 是 5 依赖 于 。 而 不 依赖 于 书 或 驴 . 


2) 涡 我 们 四 稚 尔 入 外 条 件 仁 凶 和 吉 天 次 条 从 (3) 时 ， 可 以 得 到 更 广泛 的 一 类 “ 稚 尔 
和 银 尔 奸 续 ”函数 f. 趣 尔 德尔 条 件 是 


HCP) 一 了 (9)| < LPG ,P,Q 在 号 内 ， 
这 里 了 上 和 ca 是 常数 ， 且 0 < 把 工 { 参 看 第 一 着 第 46 页 ), 这 些 销 数 也 是 一 臻 连续 的 ， 


并 且 我 们 可 以 取 连 续 模 为 
1 = fs/ 站 <， 
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b. 多 元 函数 的 极限 概念 


函数 的 极限 梳 念 与 其 连续 性 梳 念 密切 相关 ， 我 们 假设 ， 函 数 
je, 切 的 定义 域 为 RB = ( 太 为 吾 的 闭 包 上 的 一 个 点 .如果 
对 于 每 一 个 e > 0, 我 们 可 以 找到 区, 吕 的 一 个 邻 域 


PO= V(r -+ty -< {多 
使 对 于 所 有 属于 R 且 在 这 个 邻 域内 的 点 已 = {z, 功 , 1 都 有 
If(P)- Ll= If(s,W -Ll<s, 
我 们 就 说 , 当 (x, y) 趋 近 于 (é,7) 时 f 有 极限 L, 并 写成 2 


(el en ™ 切 一 工 或 im f(P}=I. (5) 
在 点 妖 , 丰 属于 了 的 定义 域 的 情形 ， (5,Y) = 会 , 四 是 属于 环 
的 一 个 点 ， 对 于 一 切 4 > 0 都 满足 (和). 这 时 (5) 特别 隐 含 着 
If(6D -Tl<s 
对 所 有 的 < > 0 都 成 立 ， 因 此 工 = f(&, 吕 ,然而 根据 定义 ， 关 系 式 


开 z 功 = 下 人 廊 


(el em 

与 了 在 点 (E,?0) 连续 的 条 件 相同 、 因 此， 本 数 f 在 点 人 二 处 连 

续 等 价 于 了 在 《8 从 有 定义 并 且 当 {z,9) 趋 近 于 (历时 f(z, 
有 极限 f(é,) 

车 了 在 其 定义 域 的 边界 点 (69) 上 没有 定义 ， 但 当 (2,2) 一 

(8, 攻 时 有 一 个 极限 上 , 我 们 就 自然 可 以 令 7 人) 一 工 而 将 子 的 


1) 对 于 区 城 . 严 的 外 点 (中, 这 个 概念 是 没有 瘟 义 的 ， 因 为 不 存在 那些 使 了 有 


定义 的 井 可 任意 挨 近 {€, 他 的 点 ， 因 而 每 一 个 工 都 可 以 认为 是 柜 限 ， 
2) 成 者 另外 记 作 lim f(z, 功 三 上 当 {z, y) + (€,7), 或 者 记 作 lm fiz, y) = 上 上. 
Wy 
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定义 加 以 扩展 ; 函数 了 按 这 个 方式 扩展 之 后 ， 就 在 (#, 攻 ) 处 连续 . 
若 f(z, 切 在 其 定义 域 R 中 连续 ， 我 们 可 以 用 极限 值 来 扩展 f 的 定 
义 ， 不仅 对 的 一 个 边界 点 (由 ,而 是 同时 对 所 的 所 有 能 使 了 有 
极 眼 的 边界 点 . 扩展 以 后 的 函数 仍然 是 连续 的 ， 读 者 可 以 作为 一 个 
练习 来 证 明 ， 举 一 个 例 来 说 ， 函 数 


f(z =e 

对 4 >0 的 所 有 (x, 臣 有 定义 ， 这 个 函数 显然 在 其 定义 域 R ( 即 上 
半 平 面 ) 的 所 有 点 连续 ， 考 虑 一 个 边界 点 (€,0). 很 清楚 ， 当 ££ 去 0 
时 我 们 有 


， im 2 一， 
(2， je 0} Hz, = 


这 里 Y 限于 取 正 值 . 如 果 我 们 这 样 来 定义 扩展 后 的 函数 f(x, 从, 即 
对 y>0 和 所 有 的 2 令 


Ff"(e,9) = Fle,y) =e ”9, 


而 对 ww 关 0 令 
(rz,0) = 
那么 函数 产 在 其 定义 域 R* 内 连续 , 这 里 R* 为 封闭 上 半 平 面 y 之 0， 
除去 点 (0,0). 在 原点 处 ，f* 没有 极限 ， 因 此 不 能 采用 这 种 方式 来 
定义 疡 (0,0), 使 扩展 后 在 原点 连续 .事实 上 ， 对 抛物 线 y = 二 kz? 上 
的 点 (x; 功 , 我 们 有 
flz,y) = eh, 


它 沿 着 不 同 的 抛物 线 接近 原点 时 有 不 同 的 极限 值 ， 所 以 当 {z, 细 一 
(0,0) 时 ， ftz,y) 不 存在 唯一 的 极限 

我 们 还 可 以 把 函数 f(x,y) 的 极限 概念 联系 到 序列 的 极限 ( 参 
阅 第 一 卷 第 89 页 ). 设 f 的 定义 域 为 R, 且 


im zy)=L 
(zn) fz,) 


设 叫 = (zwgm] (= 世 2 为 严 内 任何 一 个 点 序列 , 县 lim Po = 
(可 则 数 序列 f(z, 如 ) 有 极限 工 这 是 因为 对 所 有 RR 内 足够 靠 
近 全 的 点 (z, 功 , Fe, 要 与 上 的 差 可 以 任意 小 ， 而 只 要 n 足够 
大 ， (zn,gn) 就 足够 靠近 (四. 反之， 如果 对 于 RR 内 的 每 一 个 以 
(&, 吕 ) 为 极限 的 点 序列 (can), 我 们 都 有 


lim f(xn, yn) = LL, 
.3 


那么 当 (zz, 太 二 (8; 只 时 ， cal eo f(z, 妨 存在 且 其 值 为 上 . 读者 


可 以 容易 地 作出 证 明 . 如 果 我 们 限制 点 从, 在 了 的 定义 域 中 内 , 
们 到 BLT 论 上 。 /在 它 和 定义 坟 中 这 和 从 好 只 
lim(xn, Yr} = (é, 7) 时 
im ran) = 天 人) (6) 
区 
im, frm) 下 


这 里 我 们 只 考虑 只 中 的 这 种 收 伍 序 列 (zw,yw), 并 且 它们 的 极限 也 
在 丸 中。 于是， 从 本 质 上 来 说 ， 抑 数 了 连续 就 允许 把 了 的 记号 和 
极限 的 记号 互 换 次 序 . 
很 清楚 ， 当 函数 了 的 定义 域 不 是 一 个 二 维 区 域 而 是 一 条 曲线 
或 任何 其 他 点 集 的 时 候 ， 函 数 极限 和 连续 的 概念 也 适用 . 例如 ， 瑞 
数 
fz 十 咏 二 ( 十 级 ! 


在 包括 所 有 直线 z+ y= 常数 = n (n 为 正 整 数 ) 的 集合 R 内 有 定 
义 ; 很 显然 。 了 在 其 定义 域 R 中 连续 . 

前 面 ( 见 第 19 页 ) 曾 叙 述 过 ， 当 f(z,y) 和 g(x, 在 一 点 (各 可 
处 连续 时 ， 则 了 十 引子 一 多-9 以 及 当 gl#,9) 到 0 时 的 f/g 都 在 
人 ,9 处 连续 ， 这些 法 则 可 以 直接 从 收敛 序列 所 表述 的 连续 性 推导 
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出 来 .对 于 任何 属于 f 和 yg 的 定义 城 ， 且 收 伍 到 (€, 埠 的 点 序列 
(Zn, yn), 根据 公式 (6) 我 们 有 


im flzn,yn) = FE 人 lim g(rn, Yn) = 99 


no0 


从 而 f(zn,yn) 十 g(xn, yn) 等 等 的 收 钱 性 可 以 从 序列 的 运算 法 则 推 
导出 来 (第 一 卷 第 77 页 ). 


c. 无 穷 小 函数 的 阶 


若 函 教 flz,y) 在 点 发, 由 处 连续 ， 则 当 z 趋 手 直 且 2 趋 于 9? 
时 , 差 F(z, 四) 一 了 A(5, 人 D 趋 于 0. 引入 新 的 变量 =z 一 tf 和 k= 二 yy 一 
我 们 就 可 以 把 这 表示 如 下 当 h 和 趋向 于 0 时 ， 变 量 有 和 上 的 
冰 数 ph = 了 (EE 十 如 志 十 避 一 了 ,办 趋 于 0. 

我 们 将 常常 遇 到 这 样 的 函数 4 如 , 当 有 各 趋 于 0 时 它 趋 于 
0. 像 在 一 元 的 情况 一 样 , 为 了 各 种 目的 , 经 常 把 &(h, 太 当 天 一 0 和 
太一 0 时 的 趋 于 0 的 情况 更 精确 地 用 “无 穷 小 量 的 阶 ”或 内 六 的 
“ 模 量 的 阶 ” 来 加 以 区 别 , 为 此 , 我 们 以 坐标 为 =€+h 和 Y= + 上 
的 点 到 奉 标 为 z = 和 y= #9 的 点 的 距离 


p=VBR+R= Ve- t+(y 


作为 比较 芍 基 础 ， 并 采用 下 述 定义 ; 
当 p 一 0 时 阔 数 5$(h,k} 是 无 穷 小 ， 只 要 存在 一 个 独立 于 六 和 
k 的 常数 C, 使 得 不 等 式 


Eg 

2 | 

对 于 足够 小 的 值 op 都 成 立 ， 那 么 它 与 p = v 久 十 外 至 少 有 相间 的 
阶 ;也 就 是 说 ， 有 一 个 4 > 0 使 对 于 所 有 适合 0 < Vp2 十 各 <6 的 


和 上 的 值 , 上 述 不 等 式 都 成 立 . 我 们 用 记号 写作 4hsk) = Ofp). 
进一步 ， 如 果 当 p 王 0 时 , 商 式 4(h, 问 /p 趋 于 0, 我 们 就 说 WA 入 


是 比 p 高 阶 的 无 穷 小 0. 这 将 用 记号 表示 成 
Pp(h, £) = olp) 


当 坊间 一 0 ( 见 第 一 着 第 283 页 ， 那 里 记号 “o” 和 “0O” 是 对 一 元 
函数 作 解 释 的 ). 
让 我 们 来 研究 儿 个 例子 。 因 为 


下 E 离 p 在 > 轴 和 y 轴 方 向 上 的 分 量 关 和 大 圣 少 与 距离 本 身 具 有 相 
同 的 阶 .同样 ，- 一 个 以 、5 为 常 泵 数 的 线性 齐 次 函数 ah 未 或 
函数 psin 1/p 也 至 少 与 距离 本 身 有 相同 的 阶 . 对 于 大 于 1 的 固定 值 
a, 距离 的 和 o 是 比 p 高 阶 的 无 穷 小 ， 用 记号 表示 成 ， pm = olp) 
当 a > 1. 类 似 地 ， 变 量 h 和 上 的 二 次 齐 次 多 项 式 ah? + bhk 十 ck? 
当 p 一 0 时 是 一 个 比 p 高 阶 的 无 穷 小 : 


ah? + bhk + ck? = o(p). 
更 一 般 化 ， 可 用 下 述 定 义 ， 设 在 原点 处 一 个 足够 小 的 贺 内 ， 对 


所 有 非 零 的 (h,) 值 本 数 w(h, 如 有 定义 并 且 不 等 于 0. 如 果 对 于 某 
个 合适 选择 的 常数 C, 在 点 (六 如 = (0,0) 的 邻 域 内 ， 关 系 式 


ph, k) 
wlh, Ek) 人 


成 立 , 刚 Wh 当 p 下 0 时， 至少 与 w(h, 及 同 阶 . 我 们 把 这 表示 
成 符号 方程 4, = Olw(h 且 ). 同样 车 当 一 0 时 人 这 
则 Gh 各 是 比 (hh 高 阶 的 无穷 小, 记 作 


< 


~ 0, 


ph, k) = oflh, &)). 
] 为 了 避免 入 潮 ， 我 们 明白 地 指出 ， 当 p 一 0 时 更 商 阶 无 穷 小 意味 着 在 p 二 0 
的 免 碟 中 有 较 小 的 值 ， 例 如 p? 是 比 P 高 阶 的 无 穷 小 当 p 接近 于 0 时 ， 闫 小 于 p. 


例如 齐 次 多 项 式 ah? + bhk + ck? 至 少 与 p? 同 阶 ， 因 为 
len? + bhk + ck2| < (lal+ 本 + el) (2 + k2). 


同样 ， p = ol1/i1log pl), 因为 limtplogp) 二 0 {第 一 卷 第 283 页 ). 
练 习 1.3 


1. 明 数 z= (z 一 yj)/(z 十 有 ) 沿 y = 一 z 是 不 连续 的 ， 描 出 该 曲 
面 当 z = 0, 士 1, 土 2 时 的 等 值 线 . 当 z = 二 m 而 m 很 大 时 ， 等 值 线 
是 什么 样 的 曲线 ? 

2. 考察 函数 z = (2? 十 衣 一 Vz 呈 十 她 的 连续 性 ， 这 里 当 = = 
zy=0 时 z=0 描 出 z= 二 kk (E = 一 4, 一 2,0,2,4 时 的 等 值 线 . 当 
9 二 一 2, 一 1,0,1,2 时 ，z 只 是 2 的 函数 ， 展 示 这 函数 的 性 态 (在 同 
一 张 图 纸 上 ). 同样 地 ， 对 于 = = 0, 士 1, 土 2, 展示 z 作为 只 是 9 的 一 
个 函数 的 图 形 。 最后， 摘出 当 9 是 常数 时 z 作为 只 是 p 的 一 个 画 
煞 的 图 形 〈o,2 是 极 坐 标 )， 

3， 用 确定 连续 模 5(e) 的 方法 验证 下 列 函数 在 原点 处 是 连续 
的 : 

(3) f{2,Y) = rm — S23, 

{b) g(z,Y) = 14 — 622 + 
指骨 每 一 个 画 数 在 原点 是 几 阶 无 穷 小 . 

4. 证 明 下 列 函 数 是 连续 的 : 

。 sn 

(a) sin(z? +y), (b) J 

人 二 - 


(OFT (0) log(e? + 


对 于 每 一 种 情形 ， 在 (0,0) 点 我 们 定义 笃 数 什 等 于 给 定 表 达 式 的 极 
限 . 


5. 对 于 下 列 连 续 函 数 ， 求 出 连续 异 5 二 56(e, zx, 的 值 ， 
{a) f(r,y) = WIIT+z2 十 20、 


,2% . 


fb) f(z,Y) = VI + es 

6. 项 数 > = 1/(x? 一 纺 ) 在 哪儿 是 不 连续 的 ? 

7. 函数 > = tan myj cos rz 在 哪儿 是 不 连续 的 ? 

3, 求 遂 数 > = YY5057 的 连续 点 "5,y) 的 集合 . 

9. 证 明 函 数 z= 1/(1 -x? 一 疡 ) 在 圆 盘 2 十 训 <1 内 是 连续 


10. 求 多 项 式 
P= ar’? +2bry+ ey 


在 z=0,y=0 的 邻 域内 与 2 同 阶 的 条 件 ( 邵 P/p? 与 p/P 是 有 
界 的 ). 

11. 确定 下 列 函 数 是 否 是 连续 的 ， 如 果 不 连续 ， 它 们 在 哪儿 是 
不 连续 的 : 


.YY 2 十 咏 
7 二 
加 各 z，。 思 现 + 六 
十 六 z+ 
———, (d 
(9] stp (Fr 


12. 证 明 当 {xz,2) 滑 任 何 一 条 直线 趋 于 原点 时 ， 函 数 
4 2 
fiz,y) = ys gz,Y) = HT 
趋 于 0; 但 了 和 g 在 原点 是 不 连续 的 . 
13. 判定 下 列 函 数 在 x = y = 0 点 是 否 有 概 限 ， 如 果 极 限 存 


在 ， 求 出 该 极限 ， ， 
人 SF, 外 ) 一 二 开 给 ， 
加 2 十 3z8 十 区 (d) —— |= 一 引 
X2 + 4ry 十 22 2Z2 一 228 士 号 
(e] exp[—|z ~ yl/(2° — 2zy + yo)l, 
(0 | 所， 《人 ) za 


(h)+ MV + 
Vet+ +|y/z| 


.27.， 


14. 对 于 习题 13 中 的 那些 在 > =y = 0 点 处 有 极限 的 画 教 ， 求 
出 它们 的 连续 模 5(e), 这 些 函 数 在 原点 的 值 定义 为 他 们 的 极限 值 . 

15. 证 明 函 数 f(z2,y,2) = (z2 十 吧 一 22)Aa2 十 说 十 吕 ) 在 点 
{0,0,0) 处 是 不 连续 的 . 

16. 若 P(z,y) 和 @(m 纺 都 是 n(n > 0) 次 多 项 式 ， 在 原点 其 


值 为 0, 证 明 
Pls,y) 


Rw,9) = Q(z,) 


在 原点 是 不 连续 的 . 

17. 当 (x, 轨 以 任何 方式 趋 于 (0,0) 时 , 求 下 列表 达 式 的 极限 ; 

sin(z2 + y2) sin(z4 + 4} e-1/(2*+y) 

(a) Tt (b) 0) 

18. 证 明 当 (x, 人 切 趋 于 (0,0) 时 ， 函 数 z = 3(z 一 切 /(zf 十 切 可 
趋 于 任何 一 个 极限 ， 给 出 (x,2) 的 变化 情况 使 分 别 适 合 下 列 条 件 ; 

(a) 2 = 2, (b) pa = ~1, (c) 2 不 存在 ， 

19. 如 果 当 (5, 六 一 (0,0), 沿 每 一 条 经 过 原点 的 直线 都 有 
f(z, 二 0, 是否 当 (x, 妇 全 各 站 任 何 一 条 路 径 都 有 fz,y) 一 
0. 

20. 在 原点 (0,0) 的 邻 域内 考察 > = ylogz 的 性 质 . 

21. 设 z = 于 2 切 = (2 一 功 /25, 面 出 下 列 各 式 的 图 形 ， 

(al z= f(x,22), (b) z= f(z,0), 
fc) z= f(z,1), {d) z = f(z, x). 
当 (x, J) 一 (0， 时 ， flw,y) 的 极限 是 知 存 在 ? 

22. 给 出 下 述 情况 的 几何 解释 ， 办 六 局 与 p= YG 十 Kk 是 同 
阶 无 穷 小 ， 


问题 1.3 


1. 让 我 们 把 连续 滑雪 了 这样 开拓 到 函数 产 : 在 f 的 定义 域内 


， 28 : 


定义 J* = f, 在 边界 点 上 定义 产 (9) = .5 几 P), 只 要 这 极限 存 
在 .证明 f* 是 连续 的 ， 

2. 证明， 对 于 (2 纠 汪 欣 人, 极 展 iim jz,y) 存在 且 其 值 为 
ZL, 当 且 仅 当 对 于 了 的 定义 域 中 的 每 一 个 以 (6, 为 极限 的 点 序列 
(zn,yn) 都 有 im Fn， 3 = 


1.4 ”函数 的 篇 导 数 


a 定义 ， 几 何 表示 


如 果 在 多 元 函数 中 ， 除 了 一 个 自 变量 之 外 ， 我 们 指定 所 有 其 他 
自 变 量 以 确定 的 知 ， 而 只 允许 那 一 个 自 变 量 ， 艾 如 z 变动， 这 省 
数 就 成 为 一 个 一 元 函数 .我 们 来 研究 两 个 变量 > 和 的 一 个 隙 数 
4 二 f(z; 并 指定 y 以 一 个 确定 的 固 征 值 y = ww = c. 得 出 的 医 数 
u 二 1(z, 加 ) 为 单独 一 个 变量 x 的 库 数 ， 它 可 以 几何 地 说 成 是 用 平 
商 y= 纹 去 切割 曲面 = f(z,3) (参阅 图 1.13 和 1.14). 这 样 形成 
的 平面 凸 的 交 线 可 以 用 方程 v = f(z,Wo}) 表示 如果 我 们 对 这 个 方 
程 用 普通 方法 在 点 z = zo 上 求 导 ， 假 设 了 在 (zo,2o) 的 邻 域 有 定 
义 ， 且 导数 存在 0, 我们 就 得 到 f(z,y) 在 点 {ro; 吉 } 处 关于 w 的 
入 

lm flxo + h, yo — f(xo, yo) | 

几何 上 看 ,这 个 偏 导数 表示 z 轴 的 一 条 平行 线 与 曲线 = f(z, yo 
的 切线 之 间 的 夹 角 的 正 切 .所 以 它 是 申 面 4 = f(z2,Y) 在 2 轴 方 向 
的 斜率 

为 了 表示 这 些 人 篇 导数， 常用 几 种 不 同 的 符号 ， 其 中 一 种 是 


lim f(xo 十 办 ， wo) 一 fizo, yo) = fi{wo, yo) 


1 我 们 将 不 试 团 去 定义 区 域 的 边 异 点 上 的 导 灯 (除了 俯 尔 春 作 基 内 点 道 近 于 过 界 
点 财 储 导 数 的 极限 }. 


一 ts{To, Yo). 


29. 


1.13 和 图 1.14 。 uw = Hz, 纺 的 栓 断 面 
如 果 我 们 希望 强调 篇 导数 是 一 种 差 商 的 极限 , 我 们 可 以 把 它 表 示 成 


af .8 
于 或 到 人 


这 里 我 们 用 一 个 特别 的 圆 形 字 母 8 以 代 栓 在 一 元 函数 微分 法 中 常 
用 的 d, 这 是 为 了 表示 我 们 处 理 的 是 多 元 函数 ， 而 关于 其 中 一 个 求 
导 . 

为 了 某 些 目的 ， 可 方便 地 应 用 柯 西 符号 D (已 在 第 一 着 第 179 
页 上 提 到 过 ), 并 记 作 
Of pr. 


但 我 们 很 少 用 这 个 符号 . 

完全 相同 的 方式 , 我 们 用 下 面 的 关系 式 来 定义 f(z, 切 在 点 (zo, vo， 
处 对 Y 的 偏 导数 ， 

lim 7%: 0 十 — f(zoyo0) _ 

lim, 
这 家 示 曲 面 4 = f(z,2) 与 垂 宜 于 x 轴 的 平面 * = zo 的 交 线 的 斜率 
(图 1.14Y. 

现在 让 我 们 把 氨 今 为 止 认 为 是 固定 的 点 (xo,yo) 看 作 变 量 ， 因 
而 把 下 标 0 省 略 掉 ， 换 句 话 说， 我 们 把 求 导 运算 看 作 是 在 f(z2, 细 ) 
的 定义 域内 任何 一 个 点 (x, 攻 处 进行 的 ， 于 是 两 个 导数 


ER) 
Br 


= fy(zn, tp) 一 Dyf lzo, 如 ). 


us (Fy) = fol2,Y) = 


Of (z,y) 


az (和 y) 一 万 {fz， Y) 三 Oy 


本 身 都 是 (z, 的 多 数 . 

举例 来 说 ， 焉 数 4 = 只 二 扩 具 有 偏 导数 ws = 2z (对 = 求 导 
时 ， 把 始 当 作 常数 ， 因 而 导数 为 0) 和 wm = 2y. 函数 1 = zsg 的 
仿 导 者 是 vs = 3r27 和 ww = 23， 

类 似 地 ， 对 于 任何 个 自 变量 的 一 个 函数 f(z1, x2,… ,Tn)， 我 
们 定义 它 关于 x; 的 偏 导数 为 

df(t1, 72 Pn) lim 11 +h, ra Pn) 一 了 (ZTE2 , Br) 
人 Z1 h—+D h 
= fo (ziZ2 En) = Do f(T1, Ta Tn), 


假设 这 极限 存在 . 
当 热 我 们 还 可 以 重复 这 样 做 ,把 “一 阶 ” 偏 导数 fs(z,9) 和 f(x.) 
再 对 一 个 自 变量 求 导 ， 得 到 flz, 胃 的 高 阶 偏 导 数 . 求 导 的 顺序 是 
用 下 标 或 分 母 中 符号 8z 和 8y 从 右 到 左 的 顺序 来 表示 的 . 二 阶 
偏 导数 用 下 列 符号 来 表示 ， 
af\ B62f 
过 ( 洒 = = B= fo = (Dj 
Br BF ， 
元 ( 动 ) 一 Bzpy 一 一 DD,f, 
a af 62f 
玉 ( 如 Byax 
9 2 27 


(BS 一 机 5 三 fyy 守 (D,)}f. 


三 阶 偏 导 煞 用 下 列 符号 表示 ; 

02f of 
5) 三 Br 三 万， 
2 (07) -Of 
By \Or2/ Bydr2 


1) 这 了 同 算 子 的 符号 乘积 的 一 般 记号 是 一 致 的 (参阅 第 一 头 第 57 页 ) 其 实 求 导 的 顺 
序 在 大 多 数 我 们 器 兴趣 的 情况 下 是 不 重要 的 【 参 网 第 39 页 ). 


= fyz = DyD,f, 


三 万 =r， 


:31 : 


Brszf、 Bf 
下 (5) ™ br?8y 一 frzy 
等 等 ， 一 般 地 ，n 阶 偏 导数 用 下 列 符 号 表示 : 
071grif of 
(Fr ) -Bef 
8 on-1f Barf _ 
(Bi) 一 BT 和 oo 
等 等 . 


含 导数 的 不 同 符号 各 有 其 优点 ， 把 函数 f(z,y) 对 其 第 一 个 自 
变量 的 偏 导数 写成 开 区 ,如 或 Dsf(z,y), 强调 了 微分 具有 作用 于 
函数 的 算 子 De 或 庆 的 性 质 ， 书 写 时 作为 因子 乘 到 函数 前 而 
去 ， 高 阶 导数 的 记号 保持 了 这 种 乘积 的 概念 

dd 全 
Wm!) - Wf = Dr 2 

算 子 记号 的 缺点 在 于 ， 当 它 要 用 来 表示 导数 是 对 自 变 量 的 什么 

值 而 音 的 时 想 ， 它 是 荣 拙 的 ， 例 如， 车 


f(x,y) = 5 + 22y + 4 


则 其 在 点 z = 1,y = 2 处 对 z 的 导数 可 写成 


Bf _ _ _ 
a) = f= (2z 二 25 一 人 


我 们 不 应 当 简 单 地 写成 
au 2) 


Or 
因为 f(1,2) 是 常量 21, 因而 它 对 z 的 导数 为 0. 正如 一 元 的 情形 一 
样 ， 一 个 函数 具有 导数 是 该 函数 的 一 个 特殊 性 质 ， 并 不 是 所 有 的 连 
续 函 数 都 具备 的 0. 然而 ， 实 际 上 重要 的 冰 数 都 具备 这 个 性 质 ， 例 
外 只 发 生 在 孤立 的 点 或 曲线 上 . 
1) 这 里 我 们 不 用 “可 巩 ” 一 词 ， 因 为 “可 微 ”一 志 陷 合 着 出 关于 x 和 甘于 yy 偏 导 
教 存在 更 多 的 东西 ， 基 于 这 一 名 词 的 解释 请 四 第 43 页 . 
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练 习 1.4a 


1. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 3z/8z, 9z/By: 
(a) z = azm + by™, 
6G;b,m,n 是 常数 ， (h) z = 3°/4, 


(b) z= 2zey + 3y， (1) z = log € 十 号 外， 
(9 > 一 27 十 35， (0) z= cos(z? + 2), 
(d) z = arc tan 总， {(k) z = tan (2 + e*), 
(0 # = zh 0 = 

(全 之 一 证 ， {m) Zz 二 Tey 二 ye”, 

{8) z = zl/288/4， (nj) z= zy + 


2. 求 下 列 蚂 数 的 一 阶 偏 导数 ; 
(a) 和 2 十 2 (b) sin(z? 3), 


(ci e (d) A 
(8) ysin zz， (f) log V1+t+s2 + wy. 
3. 求 下 列 函 数 所 有 的 一 、 二 阶 偏 导数 : 
(a) zy, 
(b) log zy, 
[c) tan (arc tanz + arc tan y), 
(d) z2， 
(e) el2") 
4. 令 也 = f(z,9,2) 二 (cosz/siny)e”. 求 后 ,及 ,fi, 当 z= 
y= 7/2, z = log 3. 
5. 设 FLz, 几 = ycoshz 十 Tsinhy, 在 z= 0,9=0 点 求 fz 十 fy2. 
6。， 证 明 防 数 4 = e*cosy, v 二 easingy 满足 条 件 wz = 
ty = 一 We。 


7. 证 明 练 习 6 的 通 数 满足 偏 微分 方程 


fzz 十 fuy =0. 


. 33 . 


证 明 下 列 函 数 同 样 也 满足 上 面 这 个 方程 : 
(a) log Vz 十 , 
(b) arc tan ¥, 
(0) i: 
(d) 372y — $f, 
(e) T+ Ve + 
8. 令 了 = VB 十 全 十 22, 求 7zs 十 Tyy 十 ?722 
9. 如 果 z = 扫 十 agyz2 适合 方程 ze + zyy = 0, 求 常数 a. 
10. 证 明 关 数 
1 


(zi 站 2 nr) = 一 一 一 人 人 人 人 人 
i (x3 + 二. 二 z2) 2)/2 


满足 方程 
foizi + frzzs + :+ fenrn 一 0. 


问 题 1.4a 


1. 一 个 三 元 函数 有 几 个 n 阶 偏 导数 ? 大 个 变数 的 函数 呢 ? 

2. 举 出 这 样 的 例子 ， 使 函数 f(z, 妨 的 产 存在 但 所 不 存在 . 

3. 求 函 数 f(z, 功 , 使 它 是 (z? 十 久 ) 的 函数 并 且 也 是 乘积 罗 z)%(W) 
的 形式 ， 也 就 是 求解 未 知 函数 方程 


fz, = br? + HF) = Po). 
4. 证 明 形 如 


a + 只 -9 


Fr 
(其 中 怠 = 2 十 仍 十 邓 ) 的 任 一 政 数 都 满足 方程 


MHzz + Upy + Uzz = Utt. 


b. 例 


实际 上 ， 偏 微分 包含 的 内 容 读 者 在 以 前 都 已 遇 到 过 ， 因 为， 按 
照 定 义 ， 除 了 我 们 要 对 它 求 导 的 一 个 自 变量 外 ， 其 他 的 自 变量 都 保 
持 常 数 . 因此 我 们 可 以 把 其 他 自 变 数 看 作 常 数 ， 而 按照 -元 函数 求 
导 法 则 去 求 导 ， 下 面 我 们 列 出 若干 简单 函数 的 一 些 偏 导 数 

1. 卫 数 

fz, = 2y, 


一 阶 [ 偏 ) 导数 


二 阶 ( 偏 ) 导数 
fz 一 0, fey 一 fvz 一 1 Jyy 二 少 ， 


2. 图 数 
f(z = Vr + 


一 阶 ( 偏 ) 导数 


"arp ”yar 


[可 见 从 原点 到 点 (z,y) 的 向 量 半 径 r = Vz 十 家 关于 zx,y 的 
偏 导 数 是 cos $ = zfr 和 sing = y/r, 这 里 $ 是 向 量 半径 与 > 轴 正 
方向 的 夹 角 . ] 

二 阶 ( 偏 ) 导数 


如 _ sin? $$ 


frr Vri + yy 人 ! 
fy=f= bcosyg 
人 _ cos2¢ 


m= J r 


:45 ， 


3. 三 维 空间 中 向 量 半径 的 倒数 


fo ys) = 1, 
VE 
一 阶 { 偏 ) 导数 
= 
”VET 
-于 
f= 
"VT 
二 阶 ( 偏 ) 导数 
1 322 1 3 1 22 
ji = 一 元 十 已 ， 和 = - 坟 + 路 ， f= 一 训 + 


zr 
fw = f= 人 型 ， f= f= zr = fr = 了 


由 此 可 见 ， 函 数 

_ 1 
/J 
除 (0,0,0) 外 ， 对 所 有 (z,y,z) 都 适合 方程 


3 3(z2 十 2 
fat ft for = + tt 


我 们 说 , 阻 数 f(z,y,z) = 1/r 满足 偏 微 分 方程 ( 拉 普 拉 斯 (Laplace) 
方程 ") 


= 


zr + fyy + fzz = 0. 


4. 函数 
一 阶 (篇 ) 导数 
一 他 一 他 一 [zz 一 gj274 
大 = 


1 {2 ~ a)? (za)2/4y. 
ht 


二 阶 ( 偏 ) 导数 


一 | {z 一 a)> (za)2/sy 
Bt 
3(7 — 0) {x 一 ee 


fry = fyr = ( dy yr 


_/31 1(z-oa (za Lay 
AM 


因此 偏向 分 方程 
fzz—fy=0 
对 于 x,y 便 成 立 , 
c, 偏 导数 的 连续 性 与 存在 性 
对 于 一 个 一 元 函数 来 说 ， 导 数 在 某 一 点 存在 ,就 瘟 味 着 函数 在 


该 点 连续 (参阅 第 一 卷 第 187 页 ); 与 此 相反 ， 偏 导数 的 存在 并 不 
隐 合 二 元 函数 连续 ， 例 如 函数 


2xy 


u(x,Y) = tz + a) 


且 w(t0,0) = 0, 它 处 处 都 有 偏 导数 ， 但 我 们 已 在 第 19 页 看 到 ， 它 在 
原点 是 不 连续 的 ， 从 几何 上 来 看 ， 偏 导数 的 存在 只 限制 着 函数 在 z 
轴 方 向 和 Y 轴 方 向 上 的 性 态 ， 而 不 在 任何 其 他 方向 上 然而， 如 果 
其 有 有 界 偏 导数 ， 则 确实 隐 含 着 耳 数 连续 ， 如 以 下 定理 所 述 ， 


省 个 本数 信 5,y) 在 个 区 入 RR 册 处 处 有 偏 导数 大和 所 
六 介入 于 不 和 
BE] <M, [Rr < MM, 


- 和 她， 


其 中 记 与 = 和 ?天 关 其 Je, 在 下 内 处 处 过 续 

为 了 证 明 , 我 们 考虑 区 域 吾 内 坐标 分 别 为 (p,g]) 和 (十 访 3 十 刘 
的 两 个 点 ， 我 们 进一步 假定 ， 连 接 这 两 点 到 点 (z + hy 的 两 线段 
完全 在 区 域 R 内 ， 这 在 点 (z+,g) 是 的 内 点 并 且 点 (z 十 六 3 十 各 
与 (2,9) 足够 苦 近 时 肯定 是 这 样 ， 于 是 我 们 有 


天 十 hy 十 上) — f(r, 
= {f(s hyt ho flzt+h, D+ {fs + h, — f(x,)).(7) 


右 端 第 一 个 括号 中 的 两 项 只 是 y 不 同 ; 而 第 二 个 括号 内 的 两 
项 只 是 z 不 同 . 因此 ， 我 们 可 以 用 道 常 的 微分 中 值 定理 (第 一 卷 第 
194 页 ), 于 第 一 个 括号 中 看 作 只 是 y 的 画 数 ， 于 第 二 个 括号 中 看 作 
只 是 z 的 函数 由 此 我 们 得 出 关系 式 


fiz+h, y+ Ek) — fr,y) 


王 天 太志 十 矶 8 十 页 机 十 天 产 全 十 网 办 (3) 


其 中 各, 名 为 介 于 0 到 1 之 间 的 数 . 换言之 ， 对 y 的 导数 取 连 接 
{z+ 到 (z+ 如 y+ 如 的 型 直 连 线 上 一 个 点 的 值 , 而 对 z 的 导数 
取 连 接 (z,) 到 (z 二 衣 轨 的 水 平 连 线 上 一 个 点 的 值 ， 根 据 假 设 ， 
导数 的 绝对 值 均 小 于 MH, 于 是 得 出 


[f(z th yt+R) — fr, DI < MUA) + IED). (9) 


对 于 足够 小 的 hh 和 上 的 值 , 右边 本 身 可 以 任意 小 , 这 就 证 明了 f(x,y) 
是 连续 的 2. 
1 由 这 个 定理 的 证明 可 以 看 出 ， 这 定理 也 适用 于 区 域 的 边 舞 点 , 只 要 能 用 一 根 由 


平行 于 江 标 负 的 商 个 线 和 及 组 成 的 折线 连接 该 边界 点 与 区 城内 的 征 何 一 个 部 近 点 ， 并 自在 
该 边界 点 上 适当 地 定义 f. 

2) 如 果 了 的 定义 域 是 一 个 四 边 平行 于 坐标 轴 的 邱 形 ， 这 不 等 式 就 对 定义 域内 性 司 
两 点 {fz, 切 和 (十 hy 十) 都 成 立 于 是 得 出 了 还 是 利 普 希 菊 连续 的 ( 见 第 20 页 ). 
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练 习 1.4c 


1. 叙述 并 证 明 ; 三 元 函数 f(z,y, 2) 的 一 阶 偏 导数 存在 并 有 界 ， 
是 『 连续 的 一 个 充分 条 件 . 


2. 证 明 下 列 暗 数 《攻关 续 和 vy 
Y ,yy 天 0， 


(a) f(z,Y) = 0 当 z=0 y=0. 
{s+ + yi)log(z?+y) 当 z.y 0, 
(b) f(x,y) = { ws 0 v=0. 


d 微分 次 序 的 改变 


在 第 35--37 页 上 所 给 出 的 全 部 求 偏 导 数 的 例子 中 ， 我 们 都 有 
Jun = fry; 换 句 话说 ， 无 论 我 们 是 首先 对 x 求 导 ， 然 后 对 3 求 导 ， 
或 者 是 首先 对 g 求 导 ， 然 后 对 z 求 导 ， 并 无 差别 ,这 在 下 述 定理 的 
条 人 忻 下 一 般 说 来 是 对 的 . 

闪 一 个 笋 Js, 夫 的 " 滥 全 信 导 区 与 在 下 集 下 内 
连续 ， 则 等 式 


fys 三 fry (10) 
在 整个 RR 内 成 立 ， 即 与 对 ® 求 叶 和 对 Y 求 导 的 次 序 无 关 - 


证 明 可 像 上 人 小节- - 样 ， 在 微分 学 中 信 定 理 的 基础 上 得 到 我 
们 来 考虑 四 个 点 (z, 多， (2 十 有 (zy 十 和 ,和 {zz 十 hy 十 局 ,其 中 
h 关 0 和 上 处 去 0. 如 果 [z, 切 是 开 集 RR 内 的 一 个 点 并 且 太 和 上 是 够 
小 ， 则 所 有 这 些 点 均 属 于 R. 我 们 现在 作 表 示 式 


A=fzth yth)— f(rth)— fryth) + flr,y). (11) 
引进 变量 x 的 油 数 
dz) = fz y+) fl), 
并 把 变量 y 视 为 一 个 “参数 ”. 于 是 4 获得 以 下 形式 : 
A= or+ hh) — pt{r). 
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应 用 微分 学 中 值 定理 即 得 
A= hg (z+ Oh), 
其 中 8 介 于 9 到 1 之 间 ， 担 是 根据 如 z} 的 定义 ， 我 们 有 
PE) = f(t,y+ ER) ~ (zy). 


又 因 我 们 已 假设 “混合 ”二 阶 偏 导 数 万 。 是 存在 的 ， 所 以 我 们 可 再 
次 引用 中 值 定理 得 到 


A= hkfys(s + Oh,y+ Ok), 


其 中 8 和 表示 两 个 非特 定 的 介 于 0 到 1 之 间 的 数 . 
用 完全 相同 的 方法 ， 我 们 可 以 引进 函数 


p= fr +h — Fz, 
并 把 4 表示 为 
A=WYy+ Ek) — wp). 
这 样 我 们 就 得 到 等 式 


A=hkfo(s + Dh,y+ A), 


其 中 0 < <1 和 0< 负 <1 我 们 令 两 个 4 的 表示 式 相等 ， 就 得 
到 等 式 
fus(T + Oh,y + Ok) = faylz + hy + Ok). 


如 果 我 们 在 这 里 令 六 和 并 同时 趋向 于 0, 并 记 住 导数 fow(x,Y) 和 
/on(zg) 均 在 点 (xz, 让 处 连续 ， 我 们 立即 得 到 


furlz, Y) = fryl(2, 切 ， 
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这 正 是 所 要 证 明 的 忆 ， 

关于 微分 次 序 的 可 换 性 定理 ( 即 关于 微分 算 子 D。 和 Dy 的 交 
换 性 ) 还 有 更 广泛 的 结论 ， 特 别 是 我 们 看 到 ， 多 元 函数 的 二 阶 每 数 
和 高 阶 导数 的 互 不 相同 的 个 数 比 我 们 原先 所 想像 的 要 少 得 多 ， 如 
果 我 们 假设 我 们 要 计算 的 导数 在 我 们 考虑 的 区 域内 都 是 自 变 数 的 
连续 函数 ， 并 且 用 函数 fo(z,), 所 (5, 切 , Ps(2 太 等 等 去 替代 函数 
fiz, 芭 那么 引用 我 们 的 定理 就 可 得 到 等 式 


frzy 三 fryz 一 万 cc， 
fryy = 一 fyry = fuvz, 


frzyy 三 fryry 一 fryyr 三 frry 一 有 一 fy 


等 等 ， 一 般 地 说 我 们 有 下 述 结果 ， 
对 二 元 画 数 进行 重复 求 导 时 , 求 导 的 次 序 可 以 任意 改变 , 只 


1) 作为 进一步 精细 的 研究 ， 有 必要 知道 关于 和 拍 分 次 序 可 换 性 定理 可 以 在 较 弱 的 假 
设 下 得 到 证 明 . 事实 上 , 除了 假设 一 阶 篇 导数 fe 和 所 存在 外 ， 内 要 还 有 一 个 活 合 丛 导 
数 例如 万 = 存在 ， 并 且 这 个 导数 在 所 考虑 的 点 外 连续 就 足够 了 。 佛 证 明 这 个 结果 ， 我 们 
后生 方程 《11), 先 陈 以 hk, 并 今天 单 狐 趋 向 于 0, 删 右边 有 极限 ， 因 此 左边 也 有 极限 ， 


区 _ hr 十 无 , 切 ) 一 真人, 功 
lB CT. 
RE 一 大 


偶 进 一 步 ， 我 们 普 经 只 用 了 户 。 存在 这 一 个 要 设 ， 就 证 明了 
全 = fyele +Ohy+ 0 


由 于 假定 了 五 z 连续 ， 对 任意 s > 0 与 所 有 足 加 小 的 和 ,我们 有 
fys(z, ~ Ee < fyolrt + Oh y+ oh) < fyal2t) +e, 


由 此 得 出 
fo(w ye < Et fm fey)+e, 
或 jim 让 人 + 和 一 和 2, 级 = fuats 
in flr), 
这 就 是 


frylz,¥) 一 万 = [z, 切 - 
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要 所 涉及 的 导数 均 为 连续 夯 数 ，“ 
用 我 们 关于 连续 性 的 假设 ， 二 元 函数 有 三 个 二 阶 偏 导数 ， 
frxy fry fyy; 
四 个 三 阶 偏 导数 ， 
rz frayy fryy fyyyi 
而 一 般 地 说 ， 有 (n+ 1) 个 n 阶 偏 导数 
Fars friys Fen-2ges ,fry fy 


显然 ,对 于 两 个 以 上 自 变 量 的 函数 也 有 类 似 的 陈述 因为 ， 我 
们 可 以 同样 应 用 我 们 的 证 明 到 对 z 和 z, 或 对 y 和 z 等 等 的 求 导 交 
换 次 序 上 ， 因 为 每 回 相继 两 次 求 导 时 ， 都 只 牵涉 到 两 个 自 变量 . 


练 习 1.44d 


1. 求 出 总 z/(8z8y) 和 如 z/(6w8z) 并 验证 它们 相等 . 
(a} z= (az + Wy) (b) z= Var 十 而， 
(cj z= flar +by), {d) z= ye”, 


(e) z = log -+ 一 (f) = = ecoa(z +2), 


1) 很 有 兴趣 的 是 用 一 个 铺子 来 表明 ， 不 扫 设 二 阶 导 数 fey 和 fyz 的 连续 性 ， 定 理 
就 不 再 成 立 ， 且 fzy 可 碎 与 fyz 不 同 ， 这 可 以 举 下 列 函 数 为 例 : 


22 
fz, y) = Ya f{0,0) = 0. 


对 此 所 有 二 阶 访 导数 均 存 在 但 并 不 连续 ， 我 们 可 得 

fx, 一 了 [0 vy) ry 
(zy [Ov = iim yi 

f(r, 9 ce0 jms zz 一 22 


0 2 十 条 2 


所 (0,) = tim 


= 一 少 


7,0) = lm 


一 了， 
结果 

fyr(0,0) = —1 而 fxy(0, 0) = 
这 两 个 泰和 示 式 不 同 ， 根 所 上述 定理 ， 只 能 且 由 于 fxy 在 原点 不 连续 引起 的 . 
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2. 求 下 刑 函数 的 所 有 三 阶 偏 导数 ， 
{a) f(T,¥) = 2, 

(bj f(x, = cosh 2y, 

(c) f (5,9) = az + bey + ey, 

(d) f(z,W) = = + 

le) f(T,W) = 2cosT + 3sin(y — £). 

3. 对 于 函数 f(z,y) = log(e” 二 ez) 证 明 


fr-+h=1 以 及 frz fyy 一 (fry)? =0. 


问 题 1.4d 


1. {a) 证 明 形 如 wz = f(x}gt) 的 函数 满足 偏 微分 方程 
Uzy 一 Waly = 0 
tb) 证 明 这 一 斯 言 的 逆 ， 
2. 定义 f(x, 办 如 下 : 
zlarctan Ss — tarctan = 当 z,y 0, 
jc] = 因 Y 
0 当 有 z=0,y=0, 


求证 fry (0, 0) 一 一 1 记 a(0,0) 一 1. 
1.5 。 画 数 的 全 微分 及 其 几何 意义 


a。 可 微 性 的 概念 


对 于 一 元 函数 gg = f(x), 导数 的 存在 是 与 在 一 个 z 值 的 邻 域内 
用 一 个 线性 函数 来 近似 表示 函数 了 的 可 能 性 密切 相关 的 ， 在 几何 
上 ,这 相当 于 把 了 的 图 形 用 其 切线 近似 代替 ,按照 定义 ， 如 果 极 限 
lim (r+) f(r) 一 用 

hr0 h 


存在 ， 则 函数 7 在 点 > 处 有 导数 ; 极限 值 4 用 f(z) 表示 . 于 是 ， 
在 z 点 处 的 可 微 性 就 意味 着 ， 对 固定 的 z, 自 变量 的 增 量 = Az 
所 对 应 的 增 量 Af = cz 十 月 一 jz) 可 胡 成 这 样 的 形式 


Af = f(s +h) — f(z) = 4 二 ep (12) 
其 中 4 不 依赖 于 忆 而 且 lime = 0. 令 z+h = 我 们 可 以 说 , 
f(8) 可 用 的 一 个 线性 函数 , 即 9() = f(z) + A(E 一 z) 来 近似 表 
示 , 其 误差 比 (é 一 5) 的 一 阶 更 高 : 
f(€) — $(€) = e(€ — 7) =0(é -2) BE 
当然 ， 以 6,9 为 变动 坐标 的 线性 函数 
1 一 和 6) = f(z)+ F(z)(E —z) 


的 图 形 正好 是 f 在 点 (z, 切 处 的 切线 ， 换 一 种 说 法 ， f 在 > 处 的 
可 微 性 意味 着 ， 增 量 Af 看 作 产 = Az 的 函数 ， 它 能 用 线性 沿 数 


df = f(s)h= f(z)drY) 


来 近似 代替 ， 误 差 比 产 的 一 阶 更 高 . 

以 上 这 些 看 法 可 以 非常 自然 地 推广 到 两 个 或 者 更 多 个 自 变量 
的 函数 . 

我 们 说 函数 “= f(z, 贡 ) 在 点 (z,g) 是 可 微 的 , 如 果 在 这 个 点 


的 邻 域内 它 能 用 一 个 线性 耳 数 近似 表示 ， 也 就 是 说 ， 如 果 它 能 表 成 
这 样 的 形式 : 
flz+hy+k)= Ah+BE+OTeYh + k2, (13) 
其 中 4,B 和 CO 是 与 变量 h 和 上 无 关 的 ， 并且 ee 随和 上 & 趋 于 0 
而 趋 于 0. 换 甸 话说 ， 在 点 (z 十 hy 十 月 处 耳 数 f(z 十 hy 十 月 与 
1) 对 自 变 量 z 我 们 有 dz 一 工厂 一 下 一 么 z， 
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六 和 上 的 线性 函数 Ah 十 Bk 十 C 之 间 的 差 必须 是 olp) 的 数量 级 ， 
这 里 p= V 开 十 大 表示 点 (Zz 十 hy 十 上 到 点 (z, 的 距离 . 

如 果 这 样 一 种 近似 岩 示 是 可 能 的 , 那么 立即 可 推出 , 函数 ffz, 切 
在 点 (<,g 处 是 连续 的 并 有 关于 x 与 y 的 偏 导数 ， 而 且 


和 = f(x,Y), B= f(z,), C= fz,Y). 
首先 ， 从 {13) 可 看 出 ， 当 =k=0 时 fz, 到 二. 此 外 ， 


lim f(z + h,y+k) =C= flz,). 
大 一 个 
所 以 了 在 点 (x+, 处 是 连续 的 .在 (13) 中 令 天 = 0 并 除 以 上 即 得 
关系 式 
f(z+h,y) — flz,W 
h 

由 于 当 有 趋 于 0 时 & 赵 于 必 因而 等 式 左边 有 极限 而 且 极限 就 是 4. 
类 似 地 ， 我 们 得 到 等 式 (zx,y) = 8. 

反 过 来 ， 我 们 来 证 明 下 述 基 本 事实 ， 

一 个 函数 & = f(z, 幼 在 刚才 定义 的 意义 下 是 可 微 的 亦 
即 ， 它 可 像 (13) 中 那样 用 一 个 线性 国 数 近似 地 表示 ， 误 差 为 o(p) 
一 一 如果 它 在 所 考虑 的 点 具有 连续 的 一 阶 导数 . 

事实 上 ， 我 们 把 函数 的 增 量 


Au = f(z+hyt+Rk)— Fe,y) 


二 及 十 8. 


写成 这 样 的 形式 


Au =[f(z + hy+R) — F(z,Y + A)] 
+ [f(x,y + &) — flr, wy)). 


正如 前 面 (第 38 页 ) 一 样 ， 对 这 两 个 括号 应 用 微 积 分 学 中 通常 的 微 
分 中 值 定理 ， 即 可 把 Au 表 成 


At 一 产 产 (z + Oh yi+ RR + Ef (ry + Ok), 
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其 中 0 < 由 ,gb < 1. 因为 假设 了 篇 导数 fo 和 三 在 点 (z, 幼 处 连 
续 ， 我 们 可 以 写成 


fortT + hy tk) = folz,) + el 
和 
fm,y 十 名 说 二 万 (2 #1) 十 E52, 
其 中 数 sl 与 sz 当 4 与 & 趋 于 0 时 均 趋向 于 0. 这 样 我 们 得 到 


Au= hfz(z,) + Rly(2,Y) + Eh + 2g 
三 hfclx,y) 十 天 万 (2 Y) 十 of Vv h2 十 k2 )， 
而 这 个 等 式 表 明了 了 的 可 微 性 1 
有 人 时 我 们 把 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 的 函数 称 为 连续 可 微 的 函 
数 或 说 它 是 C1 类 函数 我们 看 到 ，C1 类 的 函数 都 是 可 微 的 ， 如 


果 队 一 阶 偏 导数 外 所 有 二 阶 偏 导数 也 都 是 连续 的 , 我 们 就 说 这 个 函 
数 是 二 次 连续 可 微 的 , 或 说 它 属于 C2 类 , 等 等 ， 连 续 函 数 也 被 称 
为 是 0? 类 函数 分. 


练 习 1.5a 


1. 证 明 下 列 每 一 个 函数 都 在 原点 不 可 微 : 
(a) f(z,y) = YT cosy, 
(b) flz,y) = Ve 
(0 flo = | VE 当 (x,9) # (0,0), 
0, 当 (4,2 = (0,0). 
而 1) 如 果 我 们 仅 假设 导数 fo 与 fy 存在 但 不 假设 连续 ， 则 函数 未 必 可 微 《参见 第 37 


| 2) 上 面 C1 ,C2 类 等 各 的 定义 , 仅 适用 于 这 样 的 范 教 了 , 其 定 文 域 是 开 集 , 因为 偏 导 
数 仅 在 区 域 的 内 点 上 有 定义 ， 对 于 定义 域 忆 是 非 开 集 的 函数 7 的 类 ， 可 以 这 样 推广 ， 
所 考虑 的 了 的 导数 在 屁 的 全 部 内 点 上 看 在 并 县 和 一 个 在 整个 天 上 都 有 定义 并 连续 的 
函数 重合 . 
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2 对 于 x,y 分 别 在 区 间 [zo;zi],[go, 久 ] 内 连续 的 函数 9(zh)， 
h(y), 证 明 昂 数 


f(z,y) = ( / " gls)as) x ( 人 hbdt) 


当 zo 和 mr<Srzrl 加 <3< 久 时 ， 在 (zx, 妇 处 是 可 微 的 . 
回 1.5 a 


1. 设 在 点 (a,8) 的 一 个 邻 域内 ， 
fe) = fa,b) + hfr(a,b) + kfyla,b) + o( Vhs + 2), 
其 中 由 =z- au 大 =4 一 假设 疡 ,让 在 点 (a,5) 处 存在 但 在 此 点 
未 必 连 续 ， 求 证 了 在 (, 情 处 连续 . 
b. 方向 导数 


可 微 库 数 f 的 一 个 基本 性 质 是 ， 它 们 不 仅 具 有 关于 zz 和 y 的 
偏 导 数 一 一 或 者 也 可 以 说 ， 沿 = 轴 方 向 和 ?4 轴 方 向 的 导数 一 一 
而 且 还 有 洛 任何 方向 的 导数 ,并 且 这 些 导 数 都 可 以 用 疡 往来 表 
示 ， 所 谓 沿 人 方向 的 导数 是 指 ， 当 动 点 沿 着 一 条 与 > 轴 的 正 向 夹 
角 为 a 的 射线 逼近 (x,y) 时 ， 函 数 了 在 (z,g 处 关于 距离 的 变化 
率 . 对 于 这 条 射线 上 的 点 (z 十 及 3 十 癌 : 天 和 关 可 表 成 

h=pco8o, k= Pain ea， 
其 中 p= VR 十 以 是 {5 十 hy 十 请 到 (z; 切 的 距离 ， 沿 着 这 条 射 
线 ， 了 成 了 p 的 男 数 

f(z 二 pcoscay 十 Pain aol)、 
f 在 点 {x,9) 处 沿 or 方向 的 导数 定义 为 f(T + pcosa,y 十 psino) 
在 p=0 处 的 关于 5p 的 导数 ， 并 且 Doyf(z, 胃 表示， 因此 ， 


a 
Dm fz,W) = (Eye 十 pco8 oY 十 psino)) 
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= lim fz+ peosa,yti psina)— fr) 

p=0 p 
如 果 这 个 极限 存在 的 话 . 特别 地 , 当 a =9 和 a = 二 时 ， 就 得 到 了 
的 两 个 偏 导数 ， 


lim 区 十 户 2 flz,y) 


Dloy f(x,Y) = 三 fo(5,), 


D(s) fey) = ent = f(s,y). 
如 果 f(z,y) 是 可 微 的 ， 则 我 们 有 


f(z+h ytk)— f(z = hf tkfyt+ep 
= p(fycosat fysina + e). 
(14) 
令 p 趋 于 0, 于是， 由 于 < 趋 于 0, 我 们 就 得 到 了 沿 ea 方向 的 导数 
的 表达 式 
Dayf (2,1) = fo cos aot fo sino. (14a) 
这 样 ， 方 向 导数 De 全 是 = 才 认 向 和 志方 向 的 导数 
和 记 的 线性 组 合 , 系数 为 cosa 和 sina. 特别 地 ， 当 导数 f 和 万 
在 所 考虑 的 点 存在 而 且 连 续 时 ， 上 述 结果 成 立 . 
例如 ， 取 f(x,2) 为 由 原点 到 点 {x,y) 的 距离 
= VT 
我 们 有 篇 导数 


其 中 4 是 矢 径 与 > 轴 构 成 的 夹 角 ， 涛 而 ,在 a 方向 上 充 数 ?+ 具有 
导数 


DiayT = Tx Cos a + rysina = cosb coso + singsine 


= cos(f — a); 


特别 地 ， 沿 矢 径 本 身 的 方向 〈 即 从 原点 直达 (z, 切 的 方向 ), 这 个 导 
数 具有 数值 1, 而 沿 与 矢 径 垂直 的 方向 ， 它 具有 数值 0. 

对 责 数 x, 沿 着 矢 径 的 方向 ， 有 导数 Poflz) = cos6, 而 对 函数 
y, 有 导数 Dy( 胃 ) = sin8; 沿 着 与 拓 径 垂直 的 方向 ， 这 两 个 昂 数 的 导 
数 则 分 别 为 


到 (e+r12] 世 =—sing 和 Drerr/2)y = cog 6. 


岁数 ftzx, 轴 沿 矢 径 方向 的 导数 一 般 用 8 了 (x,y)/6r 表示 ， 它 实 
际 上 是 将 精 数 f(r cos9,7sin9) 看 作 > 和 9 的 函数 时 ， 关 于 7 的 候 
导数 . 这样， 我们 有 关系 式 


of _ Bf .0f 
ti 


我 们 可 把 这 个 关系 式 简 便 地 写成 符号 形式 
8 


a ,从 
pe = cos 0 + sing 3 


这 如 同 微分 等 子 8/8r, 8/82, 8/8y 之 间 的 恒等式 . 

值得 注意 的 是 ， 如 果 举 标 为 (z + hy 十 的 点 Q 不 是 沿 着 
方向 为 a 的 直线 逼近 坐标 为 (x, 角 ) 的 点 P 而 是 沿 任 -条 曲线 各 
近 P, 而 该 曲线 在 P 点 的 切线 方向 为 w 这 样 我 们 也 可 以 得 到 函数 
f(z,) 在 a 方向 上 的 导数 . 因为 如 果 直 线 PQ 有 方向 ,我们 可 写 
hh = pcosP, =psinp, 并 在 上 面 证 明 过 程 中 所 用 的 公式 (14) 中 把 
a 换 成 5. 但 由 于 根据 假设 当 p ”0 时 8 趋向 于 a, 我 们 最 后 仍 得 
到 关于 Di fa,a 的 同样 的 关系 式 . 
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用 局 样 的 方法 ， 一 个 有 三 个 自 变量 的 可 微 画 数 f(z,y,z) 也 可 
在 给 定 的 方向 求 导数 , 我 们 假设 这 个 方向 由 它 与 坐标 轴 所 构成 的 三 
个 角度 的 余弦 所 规定 ， 若 我 们 把 这 三 个 角度 叫做 a, 5,7 并 且 考虑 
两 个 点 (x,y,z) 和 (z 十 h,y 十 kz 十 站 ,其 中 


h=pcosa, k= pcost, l= pceos’”y, 
于 是 像 (14a) 一 样 ， 我 们 得 到 在 角度 (a, 8,?) 所 确定 的 方向 上 的 导 


数 表达 式 
fercosat fucost + fconry. (14b) 


练 可 1.5b 


1. 部 数 『 在 倾角 a 确定 的 方向 上 的 导数 D(a)f(z,2) 的 几何 
解释 是 什么 ? 

2. 对 王 列 函数 ， 求 出 DoJ(z,yj a = 0°, 30°, 60°, 90°; 

(a) f(z,Y) = ax 十 By, a,b 为 常数 ，zo = Wo = 0. 

(by F(z, = 0 十 要 ,20 二 yo 二 1 (0.4 为 常数 ). 

(ce) f(z,9) = x — 2, zo = 1, yo = 2, 

(d) f(z,Y) = sins + cosy, zo= yo = 

(e) f(z,y) = e” cosy, zo = 0, Yo = 7. 

(1) f(2,0) = Vr 4, zo = 1, yo =1. 

(g) f(x,Y) = costz + zo=0,mWm= 0 

3. 按照 所 给 规定 求 出 下 列 每 一 个 函数 的 方向 导数 ， 

(弘一 2 一 sp 在 点 {1,0,1), 络 方 向 (4,3,0}. 

(b) wyz 一 38 一 3z 一 和 2 十 2 二 YY 十 xz 在 点 (2,2,1) 诏 方向 (2,2,00). 

{e) z 友 十 多 十 如 在 点 (1,0, 一 1) 沿 方向 (2,1,0). 

4. 给 出 这 样 一 个 函数 的 例子 ， 它 在 一 个 点 处 沿 每 一 个 方向 都 
有 导数 ， 可 是 在 该 点 是 不 可 微 的 ， 
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5， 对 于 f(z,9) = ZB 证明 Ff 在 原点 是 连续 的 而 且 偏 导数 
9z/8s 和 9z/B%y 存在 ， 但 沿 其 他 所 有 方向 的 方向 导数 都 不 存在 . 

6. 设 f(z,9) = 2 二 V2? + T= Ve +, YT = teh 对 
9 = 0°, 30°, 60°, 90°, 与 z,y = 1, 求 出 B21/8r2. 


c. 可 微 性 的 几何 解释 ， 切 平面 


对 于 一 个 函数 z = f(z, 切 , 所 有 这 些 概 念 都 很 容易 从 几何 上 来 
说 明 . 我 们 回顾 关于 z 的 偏 导数 是 这 样 -- 条 曲线 的 切线 的 斜率 ,这 
条 曲线 是 表示 关系 式 z = f(s,?W 的 曲面 与 一 个 垂直 于 x 一 9 平面 
且 平 行 于 zx 轴 的 平面 相交 而 成 的 ， 同 样 的 道理 ， 沿 a 方向 的 导数 
给 出 了 这 个 曲面 与 一 个 通过 (z,y,z) 、 牌 直 于 zy 平面 且 与 > 轴 的 
夹 角 是 a 的 平面 相交 而 成 的 向 线 的 切线 的 斜率 ， 这 样 一 来 ， 公 式 


Df (zs, = focosat fysine 


使 我 们 能 算出 所 有 这 样 的 有 曲线 的 切线 的 斜率 ， 也 就 是 ， 从 两 条 这 样 
的 切线 的 斜率 ， 能 算出 曲面 上 一 给 定点 处 的 所 有 切线 的 斜率 1). 
我 们 曾经 把 可 微 商 数 《 = f(#, 办 在 点 (zx, 妨 的 邻 域内 用 线性 
函数 
bE DD) = FE + Ef +tn Df 


允 近 ， 其 中 和 二 是 变动 坐标 , 在 几何 上 ， 这 个 线性 西数 申 一 个 平 
而 表示， 与 曲线 的 切线 类 似 ， 我 们 称 这 个 平面 为 曲面 的 切 平面 . 当 
1) 对 该 平面 上 的 每 一 点 (6,” 人 ,我 们 有 = 工 十 pcos ,1 二 Y 十 Peina, 因而 对 
相 截 而 得 的 曲线 上 的 点 ， 我 们 有 
《= 1 十 pcogery 十 Painaa). 
以 p 与 5 为 坐标 ， 这 个 曲线 在 二 zx, p = 二 0 处 的 切线 的 刻 率 由 下 式 给 出 


% ee 
($$)., = Day f{z, 7)- 
因而 ， 切 线 方 程 是 

[0 一 多 + pD(e) f(r, y) 三 flz, y) tpcosafr(v, y) +psinoafyls, y}. 


. 51- 


< 一 2 一 志和 7 一 = 大 趋 于 0 时， 这 个 线 件 函数 与 西数 59) 之 
间 的 差 比 v 瑟 十 磺 更 高 阶地 趋 于 零 ， 回 舌 平 面 曲线 切线 的 定义 ， 
这 意味 着 ， 这 个 切 平面 与 任何 一 个 与 wy 平面 垂直 的 平面 相交 所 得 
的 直线 正好 是 对 应 的 相交 曲线 的 切线 . 于 是 我 们 看 到 ， 曲面 在 点 
(z,y, 2) 处 的 所 有 切线 全 都 落 在 同一 个 平面 即 切 平面 上 ; 


这 个 性 质 是 函数 在 点 人 yy, ,2) 处 的 可 微 性 的 几何 表示 ， 其 中 z= 
fw 幼 在 变动 价 标 系 (9 5) 中， 点 (2,y?) 处 的 切 平 面 方程 是 


6—z= 人 -f+ (nNh. 


正如 在 第 46 页 中 已 指出 的 , 只 要 偏 导数 在 给 定点 是 连续 的 , 烹 
数 就 在 给 定点 处 是 可 微 的 . 与 一 元 函数 的 情况 不 同 , 公有 人 情 导 数 矿 
和 万 的 存在 性 不 足以 保证 函数 的 可 微 性 . 如 果 在 所 考虑 的 点 处 导 
数 不 连续 , 那么 曲面 在 该 点 处 的 切 平面 可 以 不 存在 ; 或 者 , 从 分 析 上 
说 ，f (z+h,y+k) 与 h 和 上 的 线性 函数 f(z, 十 hfs{z, kfy(z, 功 
之 间 的 差 不 是 比 VY 有 十 局 更 高 阶地 趋 于 0. 这 可 以 用 一 个 简单 的 
例子 清楚 地 说 明 : 


二 f(2,Y) 三 EF 


二 0, 当 5z=0, y=0. 


如 果 我 们 引用 极 坐 标 ， 这 就 变 成 


当 叶 十 包头 0， 


位 一 了 sin 20. 
x 关于 z 和 vy 的 一 阶 导数 在 原点 的 邻 域内 处 处 存在 而 且 在 原点 本 
身 取 0 值 ， 然 而 ， 这 些 导数 在 原点 是 不 连续 的 ， 因 为 
w= (Fs _ ss ) 有 
"VT Vr/) Ver 
如 果 我 们 沿 着 > 轴 带 近 原 点 ， ws 趋 于 0; 而 如 果 我 们 沿 着 y 轴 通 
近 ， ws 就 趋向 于 1， 这 个 函数 在 原点 是 不 可 微 的 ， 在 该 点 处 曲面 
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2 = f(z,y) 的 切 平面 不 存在 .因为 等 式 fs(0,0) = 卢 (0,0) = 0 表明 
场 平面 应 当 与 平面 > = 0 重合 ,但 对 于 直线 9 = 了 上 的 所 有 点 ,我 
们 有 


2 

这 样 ， 从 这 个 平面 上 的 点 到 曲面 上 的 点 的 蝶 褒 z, 并 不 比 > 更 高 阶 
地 趋 于 0, 而 这 却 是 切 平面 上 的 点 必须 具备 的 条 件 ， 这 个 曲面 是 一 
个 以 原点 为 顶点 的 锥 面 ， 它 的 母线 并 不 全 落 在 同一 个 平面 上 . 


sin28=1 和 z= f(x,y) = 


练 习 1l15c 


1， 对 下 列 每 一 个 情况 ， 求 出 由 x = f(z, 切 定义 的 曲面 在 点 
P= 二 (zo,yo) 处 的 切 平面 方程 : 

(a) f(z,9) = 37?2+ 4y2, P= (0,1). 

{b) f(z,y) = 2cos(z— 才 +3sinz, P= (er 7): 

(ce) f(z,y) = cosh (x + P= (0,log2). 

{d f(2,D = ve + RR, P= (1,2). 

{e) f(z,y) =e™Y P= 人 了 

(fy (2 = cos re*y, P= (log?,1). 

2 0 


人 fo 避 = ra, P=0,1) 
(h) f(z,y) = an? + brly + ery: + dys, P= (1,1), 
(64,c2 为 常数 ). 

2. 证 明 曲 面 z = yf(z/y) 的 全 部 切 平面 相交 于 一 个 公共 点 ， 其 
中 f 基 任 何 一 个 可 微 的 一 元 函数 . 

3， 说 明 曲面 S : z = f(s; 妇 在 点 B(zxo,%) 处 的 切 平面 是 
通过 3 上 三 个 点 【za 中 = 0,1,2 的 平面 的 极限 位 置 ， 其 中 
五 = (和 庚 ) 和 了 酉 = (zz, 儿 ) 洗 着 角度 不 等 于 0? 或 189? 的 不 同 的 
方向 龟 近 于 忆 . 

4. 证 明 二 次 曲面 


at2 十 2 Tcz2 = 1 
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在 点 (zo,,zo) 处 的 切 平面 是 


aroT + byoy + czoz = 1. 


d. 贸 数 的 微分 
像 对 一 元 函数 一 样 ， 对 出 现在 公式 (14) 
Au 一 f(z 十 大 十 天) — f(r,y) 
=hfr(v y+ kfy(r,y) tevh + ik 


中 的 可 微 函 数 4 = f(z, 胃 的 增 量 的 线性 部 分 ， 有 一 个 专门 的 名 字 
与 符号 往往 是 方便 的 , 我 们 称 这 个 线性 部 分 为 西数 的 微分 , 并 写成 


du = (= + ef. 


Dy" 
= 于 大 如 十 a Ay. {15a) 


这 个 微分 ， 有 时 称 为 全 微分 ， 是 四 个 自 变 量 ， 即 ， 所 考虑 的 点 的 
坐标 > 与 y 以 及 自 变量 的 增 量 六 与 下 的 函数 ， 我 们 再 次 强调 ， 这 
里 没有 含糊 的 “无 穷 小 量 ” 的 概念 ， 这 仅仅 意味 着 ， dw 是 函数 的 
增 重 

从 4 一 f(z+h, yt k) 一 fz, y) 
的 近似 表示 式 ， 其 误差 是 VRY 十 局 的 < 倍 ， 可 任意 小 ， 只 要 
和 上 & 是 充分 小 的 量 ， 对 于 自 变量 = 和 从 (15a) 我 们 得 井 


dz = Az+ Y= = Ar, 
dy = BAe 十 RY = Ay. 
因此 ， 微 分 好 (z, 切 更 通常 写成 
df(2,9) = 于 de+ = fa(z, de + fur dy. (15b) 


顺便 说 一 下 ， 微 分 完全 确定 了 的 一 级 偏 导数 . 例如 . 当 取 嘱 =0 
与 dz = 1 对 ， 我 们 从 丰 就 能 得 到 偏 导 数 681/8z. 

我 们 强调 指出 ， 除 非 函 数 在 上 和 面 定义 的 意义 下 是 可 徽 的 (对 这 
一 点 ， 两 个 偏 导数 的 连续 性 ， 而 不 仅仅 是 存在 ， 就 足够 了 ), 函数 
f(x,y) 的 全 微分 作为 A7 的 线性 近似 式 是 没有 意义 的 . 

如 果 函 数 f(z,y) 还 有 更 高 阶 的 连续 偏 导数 ， 我 们 就 能 建立 微 
分 df(zx, 胃 的 微分 ， 亦 即 ， 我 们 将 它 的 关于 zx 和 yy 的 篇 导数 分 别 乘 
以 b= dx 和 = dy, 然后 将 这 些 乘积 加 起 来 ， 在 这 个 油 分 法 中 ， 
我 们 将 产 和 关 当 作 常 数 ， 这 相应 于 微分 


df = hf lr, + kfy(r, y) 


是 四 个 自 变量 x,y,h 和 的 函数 这 一 事实 于 是 我 们 得 到 函数 的 
二 阶 微分 


Lf =d(df) = (ah+t 2 (+ 台中 


oO Ff 
Br: Bray 5 


-oar dd a 3 


类 似 地 


二 


我 们 可 建立 更 高 阶 的 微分 


of 
B= ade) = de + 3 页 
全 


Bady sdrdy’ + Sha 


df = Of age ee i 


1) 我 们 将 在 以 后 【第 75 页 ) 看 到 ， 这 里 队 形 式 上 引进 的 高 阶 微 分 ， 正 好 与 症 数 展 
开 式 中 同 航 的 项 对 谍 ， 
2) 习惯 上 ， 徽 分 的 知 《dz)2, (dz)3, (dy)2, (dy)3 简写 成 dv?, dz3, dy?,dy3， 这 
从， ey 有 些 会 引起 误会 ， 因 为 它们 可能 会 与 以 221 一 2zdz, 世 z3) 二 3z2dz 等 等 
生 混 清 . 


十 马 


dr dy 


, 号， 


人 
BrOy 


并 且 ， 用 归纳 法 容易 证 明 ， 一 般 地 有 


rf Bde + (7 ) 二 2 on Log 十 …， 


-一 dd 十 Of yA ， 


+4 5 


Ber 
0) 
最 后 这 个 公式 可 用 符号 表示 为 方程 
"f= ( 基 te+ 到 ) 
这 里 右 端的 表达 式 可 理解 为 先 根据 二 项 式 定理 形式 地 展开 , 然后 以 
fn of dz™ ldy,.. Of gn 


Brn Brn-idy "By" 


去 代替 
CORACLOECT ( 志 ) 
对 微分 的 计算 ， 法 则 
dfg) = fdg + gdf 


仍然 成 立 ， 这 可 由 乘积 的 微分 法 立即 得 出 . 
最 后 ,我 们 注意 ， 这 一 节 的 讨论 可 直接 推广 到 多 于 两 个 自 变 量 
的 函数 ， 


练 习 1.54d 


1. 求 出 下 列 函 数 的 全 微分 ， 

(a) z = z2gP + 3mg2 -234， 
了 和 

V+ i 


(c) 二 log(z4 一 2), 
(d) := 二 二 了， 
六 
{e) z = cos( + log Y), 
一 多 
人: 二 攻 十 扩 
(g) z = arctan (十 切 ， 
(h) z= 2y, 
(i) w= cosh (z + y — 2z), 
(w= 2 — 22z+. 
2 对 T=1,y=2,dr=0.1,dy==0.3 计 算 f(s, 二 x 一 y 十 
(zz 十 态 )1/3 的 全 微分 的 值 . 
3. 对 f(z, 四 二 et 求 必 fz) 


e, 在 误差 计算 方面 的 应 用 


在 实用 中 ， 微 分 df = hfs + 上 fy 经 常 被 用 来 作为 函数 f(z,3) 
从 人 切 到 (z+ 六 3 十 后 的 增 量 人 f= f(z 十 h 有 y+ 上 一 fz,2) 的 近 
似 表 达 式 ， 这 个 用 途 在 所 谓 “ 误 莽 计 算 ” 中 特别 充分 地 显示 出 来 了 
(参看 第 一 卷 第 554 页 ). 例如 ， 假 设 我 们 要 求 用 排 量 法 测 求 固体 的 
密度 时 所 可 能 引起 的 误差 . 若 m 是 物体 在 空气 中 的 重量 ， 殉 是 它 
浸没 在 水 中 时 的 重量 ， 则 根据 阿 基 米 德 原 理 ， 重 量 的 亏损 (m 一 击 ) 
是 被 排出 的 水 的 重量 .如 果 我 们 用 cgs (厘米 - 克 - 秒 ) 单位 制 ， 
被 排出 的 水 的 重量 在 数值 上 就 等 于 它 的 体积 ,因而 也 等 于 固体 的 体 
积 . 记 以 这 个 国体 的 密度 是 由 公式 8 = m/f(m 一 元) 给 出 ， 其 中 
m 和 元 作为 自 变量 .由 m 的 测量 误差 dm 和 元 的 测量 误差 dt 
所 引起 的 密度 s 的 测量 误差 可 上 由 全 微分 


Os Os 
近似 表示 .根据 ( 求 导数 的 ) 除法 法 则 ， 偏 导数 是 
Os 7 Os nt 


Bm mi Ni mm 


所 以 这 个 微分 是 
-7Tnidm + mdm 


《mm 一死 六 
这 样 , 如 果 dm 和 d 元 有 相反 的 符号 ，s 的 误差 就 最 大 , 属 如 说 , 如 果 
我 们 以 一 个 过 小 的 数 严 + om 来 代替 m, 又 以 一 个 过 大 的 教 元 + 性 
来 代替 元 , 例如 ， 若 有 一 黄 铜 片 ， 在 空气 中 的 重量 约 为 100g, 可 能 
的 误差 为 0.005g, 而 在 水 中 的 重量 约 为 88g, 可 能 的 误差 为 0.008g， 

则 由 我 们 的 公式 所 给 出 的 密度 的 误差 大 约 是 
88.5.10-3+ 100.8.10-3 
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ds = 


~ 0.1073, 


即 大 约 是 1%. 
练 可 1l.5e 


1. 求 出 函数 z= (zf 十 功 /(z 一 四 的 近似 变 差 , 当 z 从 zz =2 变 
到 z=2.5, 并 且 y 从 y= 4 变 到 y= 4.5 时 . 

2. 求 log[(1.02)74 + (0.96)7s 一 1] 的 近似 值 , 

3. 已 知 直 角 三 角形 的 底 长 x 和 高 4 分 别 包含 误差 h,k， 面积 
的 可 能 的 误差 是 什么 ? 

4. 若 dz 是 量 z 的 测量 误差 ， 相 对 误差 定义 为 dz/z. 证 明 ， 乘 
积 z = zy 的 相对 误差 是 因子 的 相对 谋 差 之 和 . 

5. 重力 加 速度 gy 是 以 一 个 下 幕 物体 的 降 蒂 时 间 (以 秒 计算 ) 来 
测定 的 ， 这 个 物体 从 静止 开始 降落 并 经 过 一 个 固定 的 距离 x. 若 所 
测 时 间 是 tt 我 们 有 9 = 2z7 绊 . 如 果 zz 约 为 1 米 和 tt 约 为 0. 和 5 秒 ， 
说 骨 g 的 相对 误差 ， 对 于 + 上 的 相对 误差 比 起 对 于 z 的 相对 误差 来 
说 ， 更 敏感 些 . 


1.6 ”函数 的 函数 (复合 函数 ) 与 新 自 变量 的 引入 


a, 复合 函数 ， 链 式 法 则 
自 变 量 x,y 的 一 个 函数 常常 由 形式 
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和 一 有 7 
表 出 ， 其 中 了 的 自 变量 ,7,… 本 身 又 是 z 和 3? 的 哨 数 
和 一 p70), 了 一 名 22， 
于 是 ， 我 们 称 
w= 人] = fps 9), po = Fe) (16) 
是 > 和 ?的 一 个 复合 函数 (参看 第 一 卷 第 56 页 ). 例如 ， 函数 
w= F(Z,Y) = esin(s + (16a) 
可 以 写成 -个 复合 函数 .为 此 只 需 利 用 关系 式 
w= (6,7) = esing, (16b) 
其 中 f= zy 和 9 二 x 二 外 类 似 地 ， 函 数 
w= F(z,9) =1og(zt + arc sin V1 (16c)} 
能 表 成 复合 函数 的 形式 : 
w= flé,2) = 7-arc singé, (16d) 


其 中 上 = VI- 型 - 急 和 79= log(z 二 5). 
为 了 使 复合 函数 的 概念 有 意义 , 我 们 假设 汕 数 & = Ptz, 功 ,7 = 
区 (z, 芒 , … 有 公共 的 定义 域 ER, 并且 把 如 中 的 任 一 点 (2, 切 映射 
成 ,9,…), 而 在 (€,7,…) 鞋 函 数 “= f(#,w,…) 有 定义 ， 也 就 是 
说 ， 呈 中 任 一 点 (2, 胃 缺 射 成 f 的 定义 域 9 中 的 点 ， 于 是 ， 复 合 
函数 
t= fp{r, ,pr = FT, 


定义 在 区 域 中 中 . 
对 区 域 忆 和 3 的 详细 研究 通常 是 不 必要 的 , 像 在 (16b) 中 , 其 中 
自 变量 的 点 (&,7) 能 通过 整个 6 平面 因而 函数 = ef sin9 定义 在 
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整个 6&1 平面 上 . 另 一 方面 ，(16d) 表明 在 复合 函 孝 的 定义 中 研究 区 
域 五 和 3 的 必要 性 . 因为 函数 上 = V1 一 至 一 拓 和 = log(z 十 把 ) 
只 在 由 点 0 < 22 十 扫 和 1 组 成 的 区 域 豆 内 有 定义 , 亦 即 在 以 原点 为 
圆心 并 将 原点 除外 的 闭 单位 图 内 有 定义 . 在 此 区 域内 我 们 有 | 看 < 1， 
7 < 0. 对 应 的 点 全 都 落 在 函数 Yarc sint 的 定义 域内 ， 因 此 复合 函 
数 定 义 在 及 中、. 

连续 函数 的 一 个 连续 西 数 仍 是 连续 的 更 确切 地 说 ， 如 果 函 
数 。 7 m 在 区 直 5 内 是 六 纺 的 , 并且 本 束 《 = P(r, 
9 = Wo,… 在 区 营 下 内 是 连 对 的 ,那么 复 合 煞 一 lc 
在 中 内 是 连续 的 . 

证 明 可 从 连续 性 的 定义 直接 得 到 . 设 (zo, 加 ) 是 羡 中 的 一 个 
点 ， 并 设 如 ,加 ，…… 是 对 应 的 ,7,… 的 值 ， 现 在 ， 对 任何 一 个 正 数 
e, 差 

有 Er 


的 绝对 值 都 必定 小 于 e, 只 要 满足 不 等 式 
V 过 一 名 关上 十 全 一 和 从 十 
这 里 6 是 一 个 足够 小 的 正 数 . 但 由 plT, y), 纺 (=， 功 ， 的 连续 性 ， 
土 述 不 等 式 是 必定 能 满足 的 ， 只 要 
VT— zo) + (y — yo) <r?, 

这 里 + 是 一 个 足够 小 的 正 的 量 ， 这 就 建立 了 复合 函数 的 连续 性 ， 

类 但 地 ， 可 委 和 娄 的 一 个 可 共和 数 人 是 可 各 的 这 个 陈 过 在 
下 述 定 理 中 将 更 严格 地 叙述 ， 定理 同时 给 出 了 复合 函数 微分 法 的 法 
则 ， 即 所 谓 锁链 法 则 : 

如 果 < 一 o{2 Y), 7 三 DAE “ 是 {2,) 在 区 域 RE 内 的 可 微 
要, 又 如 办 /em 是 (mh.…) 在 区 域 3 南 的 可 本 数 ,到 
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复合 


u= f{p(zT, ,PT, ,0) = F(x,Y) (17) 
电 是 (oy) 的 可 台 本 数 闪 的 多 导数 申 公式 
F; = fepz + fpr , (18) 


Fy = fepy t+ frby t+, 


Uz = Webz + Us 十 …， 
Ly = Ugéy + ug + (19) 


这 样 ， 为 了 求 出 关于 xz 的 偏 导数 ， 我 们 必须 首先 求 出 复合 函数 ， 
关于 每 一 个 变量 £,7,…: 的 导数 ， 再 把 这 些 导 数 中 的 每 一 个 乘 以 对 
应 的 变量 关于 z 的 导数 ， 并 将 所 有 的 季 积 相 如 .这 是 在 第 一 卷 (第 
244 页 ) 中 所 讨论 过 的 一 元 函 教 的 锁链 法 则 的 推广 . 

如 果 用 微分 记号 , 我 们 的 铺 述 可 写成 一 种 特别 简单 而 又 有 启发 
性 的 形式 ; 

du = Wedé + Und + 

二 (ea 十 Eydy) 十 un(Trdy 十 nydy) 十 

= (Ueés 十 ta 十 (把 十 和 和 十 

= 4Wacz + uydly. (20) 
这 个 等 式 宕 明 ， 我 们 得 到 复合 函数 二 f(t,7,…) = F(z,y) 的 增 
量 的 线性 部 分 的 步 又 是 ， 先 将 5,7,-… 看 作 自 变量 而 写 出 这 个 线性 
部 分 ， 然 后 用 函数 = p(x; 攻 , 7 = (x, 巷 ,… 的 增 量 的 线性 部 分 
去 替换 dt, dn,-…. 这 个 事实 显示 了 微分 记号 的 方便 与 灵活 性 . 

为 了 证 明 法 则 (18), 只 需 利用 各 有 关 的 函数 蚌 可 微 的 假设 . 根 
据 这 个 假设 得 到 , 对 应 于 自 变量 z 和 y 的 增 量 Ar 和 Ay, 量 £,%,… 
的 改变 量 是 

AE = AT 6AY + evaAr) + (AY, (20a) 


An = 和 As。 TAY + ey AT 十 (AN (20b) 


其 中 数值 a1,e2,…. 当 Az 一 0 和 Ay 一 0 或 VAz) 二 (Ayj? 一 0 
时 趋 于 0. 导数 és Ey Tz My 是 对 自 变 量 z,y 而 取 欧 |. 此 外 ， 如 果 量 
€,%, 机 改变 了 At, An, ”1 函数 到 一 ft{é,n, ”» ) 就 得 到 了 改变 量 


Au= feAE + Ant .+A + Am 十， (21) 


取 . 这 里 ， 对 AE,An,…, 用 公式 (20a, b) 所 给 出 的 对 应 于 z,y 的 
增 量 Az, Ay 的 数值 ， 我 们 就 得 到 这 样 一 个 等 式 


Au =(feés + fre tArt (fety + fumy + :I Ay 


+ eVIAz) + (CA). (22) 


这 里 对 于 Az = pcoaa Ay = psina, p= VY(Az)2 十 (Ay)?, 量 s 由 
下 式 给 出 : 


Ee=elfe +e2f, 
+o/ (és cos G 十 上 sin ce 十 si]2 十 (ce cos 十 7 sin oteo)?+ 


当 p 一 0 时 量 Az,As,setss 趋 于 0, 从 而 AtAz 和 5 也 趋 于 0. 另 
一 方面 ， fe; fo Erty, Tz"y,'" 是 固定 不 变 的 ， 从 而 ， 


lim s = 0. 
p—0 


由 {22) 推 知 ，% 作为 自 变 量 x,y 的 函数 ， 在 点 (z, 引 处 是 可 微 的 ， 
而 且 dw 由 等 式 (20) 给 出 ， 由 dw 的 这 个 表达 式 ， 我 们 就 知道 偏 导 
数 Uss Uy 上 其 有 表达 式 (19) 或 (18). 

显然 这 个 结果 与 自 变 量 x,y,.… 的 个 数 无 关 . 例如 , 车 量 59 …: 
仅 依 赖 于 一 个 自 变量 x, 从 而 4 就 是 单个 变量 x 的 一 个 复合 末 数 ， 
上 述 定 理 仍 然 是 成 立 的 . 


为 了 计算 更 高 阶 的 偏 导数 ， 我 们 只 须 将 等 式 (19) 的 右边 对 = 
和 yy 求 导数 ， 而 把 fc, 三 作为 复合 函数 处 理 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 仅 
限于 考虑 三 个 函数 &,9 和 6 的 情形 ， 我 们 得 到 了 


toa =feet? 十 fran + feel? + 2fenézs 

+ 2fnernrkz + 2fecézlr + feészs + fonrr t+ felbrr, (23a) 
try =feeésty + fauna + 天 cc 人 + fen(éomy + ys) 

+ frc(Vely + Nybz) + feclérby + ésls) 

+ feéay + forloy + felay, (23b) 
wyy = feety + 月 9 + feces + 2fenéyry 

+2fnenyby + Dfecévdy + Setyy 十 而 ps + febyy: (23c) 


练 习 1.6a 


1, 对 下 列 榴 数 ， 求 出 关于 z 和 y 的 所 有 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 
(a) z= 二 4log vw, 其 中 全 一 2 vi 

fbj z = ee, 其 中 也 = azx, v = cosYy; 

(c) z = uarctanyv, 其 中 必 王 过 


{d) z = gfz2z + y2,e*™r); 


Yt 


(e) z = tan (xarc tany). 
2. 对 下 列 函数 计算 一 阶 储 守 数 : 
人 名” Vl 十 y+ DEY CO 可， 


{(b)} w = arc sin 一 一 一 本 

{c) w= 22+ ylog(l + m2 + 1 + 22); 
(d) w = arctan Vz + yz). 

3. 计算 下 列 王 数 的 导数 ， 


这 里 假设 时 是 二 人 5 的 C2 类 函数 ， 而 6p6 是 zy 的 C2 类 函数 ， 这 就 保 
证 了 zw 和 的 复合 阔 数 4 也 属于 C2 类 . 
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(2a) 2 一 clr"), a 1 

oz=((z) ) 

4 证 明 ， 如 果 f(x,y) 满足 拉 普 拉 斯 方程 
ft Ff 
人 


二 区 5) 也 如 此 . 


=0, 


那么 p(y) = f(a 
5. 证 明 范 数 
(5) f(z,9) = log Ve + 
tb) g(r, yz) = VE 
{c) hlz,y, z,W) = FT Tw 
满足 各 自 的 拉 普 拉 斯 方程 ， 
(a) fer + fyy = 小 
(b) gxz + gyy + 9zz = 0, 
(c) hrz + hy + hzs 十 hw = 0. 


问 题 1.6a 


1. 证 明 ， 如 果 (=, 切 满足 拉 普 拉 斯 方程 
92f 627 
Be By2 


又 如 果 wz, 切 和 wz, 切 满足 柯 西 - 黎 曼 方程 
Bu en 和 _ oo 
Br dy’ dy Or’ 


那么 函数 p(z,9) = fw(z, 切 ,2(z, 功 ) 也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 
2. 证 明 ， 著 x = f(z, 功 是 一 个 锥 面 的 方程 ， 划 


frsfvy — fo, =0. 
3. 设 f(z,y, 2} 二 g(r), 其 中 ?二 2 + 二 22. 
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一 小 


(2) 计算 万。 二 fyy + jzx. 

(b) 证明， 如 果 foz 十 fy 十 fzz 二 0, 则 f(z,9,z) 二 3+ 其 中 
2 和 是 常数 . 

4. 设 f(x1,72,… wn) = 9(7), 其 中 7 二 Vz 十 22 十 … 十 结 . 

(a) 计算 fo,z, 十 fzszs 十 … 十 fz (参看 1.4a, 练习 10). 

{b) 解 方程 . fx， 十 fr2z2 十 … 十 fe, zs 二 0, 
b. 例 ? 

1. 让 我 们 考 不 沽 数 

v= exp{(z sin2 y + 22y sinw siny + y2). 

我 们 令 

VU=etrte, £=x2siny, n=27ysinrsny, = 


便 得 到 


fr =27sin iy, ns = 2ysinrsing+ 22Yycos tsiny, C= 
4 一 222 siny cos y, ny = 2 sinz siny + 22Y 8in 7 cos y, Cy = 2 


ue = tn = We = ettt, 


因此 , 


us 一 2expfz2sin2y 十 2xzysinzsiny 十 久 )(zsin2y 十 ysinzsing 


十 HHCos2Z5ina 功 


wy 一 2expfz2 sin23 十 2zyasinzany 十 给 )fz2ainycos3 
+ rwsinzrsinyt rysingcosy+t dy). 
1) 我 们 注意， 下 列 的 微分 社 也 能 直接 完成 ， 而 不 用 关于 多 变量 函数 的 链 式 法 则 . 


， 的 ， 


2. 对 函数 
w= sin(2 + 2) 
我 们 令 t = 有 十 咏 便 得 出 


ty = 27 cos(T? + I, vy = 2y eol(T? + FF), 
tac = 一 4rzsin(z2 十 从 ) +2c0s(z? 十 地 )， 
Woy 一 一 478 sin(w? + y), 
Uyy = —4y? sin(z2 + oF) + 2cos(z2 + FF). 
3. 对 函数 
二 arctan (22 二 28 十 只 )， 
作 替 换 £ = z2, 7 = zy,¢ = 久 , 恒 导 出 


加 27 十 世 
1 二 (22 十 2 十 瑟 六 ， 
加 这 十 2y 
A 1 十 (zc2 十 23 十 匀 )2- 


Us 


c. 自 变 量 的 符 换 


锁链 法 则 (19) 应 用 到 自 变量 赵 换 的 情形 是 特别 重要 的 . 例如 ， 
设 x = ffE 人 是 两 个 自 变 量 6 7 的 函数 ， 而 ,9 被 看 作 避 平面 上 
的 直角 坐标 .我 们 可 以 在 该 平面 上 引进 新 的 直角 坐标 z,y { 见 第 一 
着 第 405 页 ), 它们 与 4,9 的 关系 由 下 式 表示 : 


t=az+Piy, 1= Qt+ Poy, (24a) 
或 
T=at+aan Y= Pe+ Pan. (24b) 
这 时 
oa = cosT7， a=—siny, Bl=siny, fa = cos7, 


其 中 7 表示 # 轴 的 正 向 与 = 轴 的 正 向 之 间 的 夹 角 .于 是 郑 数 4 = 
/5 人 “变换 ”成 新 的 函数 


w= Fé, = fas t+ Py a2r + fay) = FF,Y), 


这 是 由 f(, 办 通过 如 第 59 页 所 述 的 复合 步骤 而 形成 的 ， 我 们 说 因 
变量 4 是 “相对 于 代替 £,1 的 新 的 自 变 量 z,9 而 说 的 ”. 
由 第 61 页 的 微分 法 规则 (19) 立即 得 到 


Us = UeQL 十 WeG2 ty = Let 十 Unf (25) 


其 中 wa 表示 函数 4 二 (zx,2) 的 偏 导数 , 而 te, sn 是 函数 f(t&, 9) 
的 偏 导数 ， 由 此 可 见 ， 当 坐标 轴 旋 转 时 ， 和 任何 一 个 函数 的 偏 导数 按 
照 与 自 变量 的 变换 规则 (24b) 相同 的 规则 而 变换 .这 对 将 要 讨论 的 
空间 坐标 轴 的 旋转 (变换 ) 也 是 成 立 的 1， 

另 一 个 重要 的 自 变 量 的 替换 是 由 直角 坐标 (z,9) 变 到 极 坐标 


{7,0). 极 坐 标 通过 下 述 方程 与 直角 举 标 联系 着 : 


=rcos0, y=rsing, (26a) 
5 y 
= Vx + 0 = are cos ET arc Hin VE Tp) 
将 函数 4 = f(z,y) 用 极 坐 标 表示 ， 我 们 有 


= fr, = frecosd,r sin0) = Fi{r, 0D), 


因而 4 就 成 为 自 变量 > 和 8 的 复合 函 教 ， 从 而 ， 由 锁链 法 则 (19) 
我 们 得 到 


sing 


T yy 
Wz = Urrz + ug, = Ur Ur cos6 — ug 
各 


cos# (27) 


下 下 ， 
Uy = UrTy 十 updy = ar 和 十 wa = ur Sind + ue 
1) 但 是 ， 一 - 般 说 来 ， 不 通用 于 坐标 变换 的 其 他 类 型 . 
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由 此 得 出 有 用 的 方程 
22 十 uw 一 名 十 与 凤 (28) 


由 规则 (23a, b, c), 得 出 更 高 阶 的 导数 


si 8 cos Osing 
一 2 一 一 一 


Uzs 一 trr C08 6 + pp 


sin2 8 on 
+ 一 十 2ue 一 3 


cos 如 ain 让 cos2 0 — sin28 
二 re 一 一 一 一 一 一 一 


cy —=Uys = rr CoB 0 sin 0 ~ upe 


r2 9 
sin20 -cos28 sinfcosp 
二 一 一 一 5 一 一 一 一 一 一 ， 
入 rT 
0 
Uyy Urr 3in? 自 十 ug 0 + Zu ro ne 


ue 2 "oe Gasing 
一 2 一 7 


由 此 可 导出 所 谓 拉 普 拉 斯 算式 Aw 的 极 坐 标的 表达 式 ， 它 出 现在 重 
要 的 “ 拉 普 拉 斯 "方程 或 “位 能 ”方程 Au =0 ( 见 第 36 页 ) 中 : 


1 1 
Au = Ura 十 ty = rr + Veer + Wr 
1 dad/ bu 2u 
= 二 人 (+ (29) 


反 过 来 ， 我 们 可 应 用 锁链 法 则 把 w 和 w 用 uz 入 表 示 出 来 . 
我 们 用 这 个 方法 求 得 


Ur = Wor + Uyyr = Us CO8O + thy sind, {30a,) 


Up = UzTp + Uyyg = —Wzrr Sin 0 + Uyr cos. {30b) 


我 们 也 可 通过 对 wr 和 we 求解 关系 式 (27) 而 得 出 这 些 方 程 。 顷 便 
指出 ,方程 (30a) 是 早已 出 现 过 的 ， 即 刀 沿 向 径 7 方向 的 导数 的 表 
达 式 ， 见 第 和 9 页 . 
一 般 地 说 ， 只 要 给 出 了 定义 复合 函数 的 关系 式 
二 f(é,7,-…*), 
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= p(z,Y)) 7= WPT, 


我 们 就 可 把 这 些 关系 看 作 u 是 对 新 的 自 变量 z,y 而 不 是 对 ,9,，… 
而 说 的 。 自 变量 z,y 和 ,7,… 的 对 应 的 值 组 ， 都 赋 于 & 以 同一 个 
数值 ， 而 无 论 w 是 作为 6,7,… 的 函数 1(#,w9.…) 还 是 作为 z,y 的 
函数 


F(z,¥) 一 Fe(z， 切 , wT, 切 ， 小 


在 一 个 复合 函数 ”= f(&,n,…) 的 微分 法 中 ， 我 们 必须 清楚 地 
区 分 因 变量 4 和 函数 f(#,7,…"), 后 者 根据 自 变量 4,7,… 的 值 给 
出 x 的 值 ， 在 * 与 自 变量 之 间 的 疯 数 关系 确定 之 前 ， 微 分 法 的 记 
号 Wu 是 没有 意义 的 。 所 以 ， 当 处 理 复合 是 数 


u= ft, ) = PE,Y) 


时 ， 实 际 上 不 应 该 写 ue, 或 ve,a 而 应 分 别 以 所 伟 ,7 …), 后 (&， 
办 …) 或 瑟 (c, 力 ， 西 (z, 切 代替 ， 然 而 为 了 简洁 起 见 ， 在 不 致 引起 
混淆 的 情况 下 ， 简 单 的 记号 weyawwaas 仍 是 常用 的 .于是 锁链 法 
则 写成 这 样 的 形式 


Hz 一 Leér + nnr Uy 三 Weéy + ?1u， 


这 使 我 们 不 必 给 出 4 与 £,5 或 与 z,y 之 间 的 函数 关系 的 “和 名字"# 
或 卫 ， 

下 述 例子 说 明 这 个 事实 , 量 关于 一 个 给 定 的 变量 的 导数 依赖 
于 4 与 全 部 自 变 量 之 间 的 画 数 关系 的 性 质 特别 是 它 依赖 于 在 微 
分 过 程 中 保持 固定 不 变 的 那些 自 变量 ， 由 “ 恒 等 变 换 ”“ = ,三 幼 
尔 数 = 2 十 7 交 成 = 27 十 y 我 们 有 wr = 2 Wy = 1. 然而 ， 
如 果 我 们 引进 新 的 自 变量 £ = x (与 前 面 一 样 ) 和 +9 二 v, 就 有 
4 二 如 十 因而 wx = 1, wo = 1. 这 样 ， 由 于 另 一 个 变量 的 不 同 的 选 
择 ， 关 于 同一 个 自 变量 z 的 导数 得 出 了 不 同 的 结果 . 
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练 习 1.6“ 


1. 设 芭 = jz 切 , 其 中 了 三 rcosb ty 二 msng 试用 ww 和 6 
来 表示 WV/ 距 十 吗 . 
2. 证 明 ， 在 坐标 系 的 旋转 变换 下 关系 式 fs + fuy 是 不 变 的 . 

3， 证明， 在 线性 变换 z = af + pg = 扑 十 刀 下 ， 导 数 
六 =(7, 切 Fr(a PPv(z; 切 的 变换 规则 分 别 与 多 项 式 

ar? 十 2bry + ey? 

的 系数 ,b,c 的 变换 规则 相同 . 

4 给 定 z = ?cos0, 这 里 ”> 和 是 极 坐标 ， 求 在 点 9 = 于 ， 
?二 2 处 的 和 zy, 并 用 zs 和 专家 示 zz 和 6. 

5. 由 于 变 挽 £ = a 二 as + By, 1 = 二 5 一 Bz 十 ay, 其 中 9,b,a,B 
是 常数 而 且 az + B2 = 1, 函数 u(x, 变 成 二 7 的 函数 U(#,). 证 
明 


2 2 
UeeUnm — Uén = toztiyy 一 Way 


6. 说 明 当 用 变量 z = z/VY 代替 4 时 ， 关 系 式 
Ty 一 了 zz 


将 如 何 变换 ， 
7. (a) 证 明 ， 对 于 任意 两 次 连续 可 微 旺 数 f,g, 函数 


hs,g) = f(t— + g++ 


满足 条 件 


(b) 类 似 地 ， 指 出 
H(z = f(z — iy) + gm + iy), 
党 二 一 |， 满足 条 忻 五 zz = —Hyy. 


。 9Y0 ， 


问 题 16c 


1. 将 拉 普 拉 斯 算式 Uzz + Uyy TT Uzs 转化 成 用 三 维 极 众 标 7, 8, 
表示 的 形式 ， 后 者 由 下 式 定 义 ， 
z+ =r sinOcosy, 
y=rsin0dsinwy, 


Zz 二 ”Cos 由. 


与 1.6a 问题 3 进行 比较 . 

2， 寻 求 a,b,c,d 的 值 ， 使 在 变换 £ = oz + by, 7 = 二 cz 十 dy 下 
{其 中 od 一 be 关 介 方程 Afz +2Bfcy +Cfyy = 0 变 成 

(a) Fe + fm =0, 

(b) fxn = 0 {4,B8,C 是 常数 )- 

这 是 否 永远 可 能 ? 


1.7 ”多 元 函数 的 中 值 定理 与 泰勒 定理 


a. 关于 用 多 项 式 作 近 似 的 预备 知识 


在 第 一 卷 (第 五 章 第 506 页 ) 中 我 们 看 到 ， 一 个 单 变量 的 函数 
在 一 个 给 定点 的 邻 域内 能 用 一 个 n 次 多 项 式 ， 即 素 勒 多 项 式 近似 
代替 ,精确 度 比 x 阶 更 高 ， 只 要 函数 具有 直至 (n+1) 阶 的 导数 . 用 
微分 所 彭 出 的 函数 的 线性 部 分 作 近 书 , 只 是 实现 这 种 较 精 确 的 近似 
式 的 第 一 步 ， 在 多 变量 的 情况 ， 例 如 ， 两 个 自 变量 的 函数 的 情况 ， 
我 们 也 可 在 一- 个 给 定点 的 附近 试图 以 一 个 n 次 多 项 式 作为 近似 表 
达 式 .或 者 说 ， 我 们 希望 用 增 量 h 和 上 的 项 组 成 的 “泰勒 展 式 ”来 
通 近 f(z 十 hy 十). 

通过 .一 个 简单 的 变换 ， 这 个 问题 可 化 为 单 变量 的 函数 的 情况 ， 
代 夫 刚才 所 考虑 的 f(z + 有 gy 十), 我 们 引进 -一 个 附加 变量 t 并 把 
关系 式 

F(t) = f(z + ht,y + Rt) (31) 


， ?71 - 


看 成 是 上 的 梢 数 ， 而 把 x,y,h,E 暂时 保持 不 变 ， 当 t 在 0 与 1 之 间 
变化 时 , 以 (z 十 且 ,y 十 kt) 为 坐标 的 点 在 连接 {(z, 态 和 (x 十 hy 十 
的 线段 上 变动 。 F(t) 的 以 的 方 窗 组 成 的 泰勒 稻 式 ， 当 +=1 时 
将 给 出 f(z 十 hy 十 *) 的 一 个 我 们 所 希望 的 类 型 的 近似 表达 式 . 
我 们 从 计算 F(t) 的 导数 开始 ， 我 们 假设 下 面 将 要 写 出 的 关于 
落 数 f(z,y) 的 导数 ， 都 在 一 个 完全 包含 (2 功 到 人 + 和 ty 十 癌 这 


个 线段 的 区 域内 是 连续 的 ， 从 锁链 法 则 (18) 立即 得 出 ， 


F(t)= hf +kfy, {32a) 
下 一 h? frm 十 2hk fry 十 fy (32b) 


sorsrse* 


一 般 地 说 ， 由 数学 归纳 法 我 们 得 出 n 阶 导数 的 表达 式 


F(t) =h" fon + (7?) hlk fury 


+ (2) hk fon aya + + kT fy 
(32c) 


这 里 ， 像 在 第 56 页 一 样 ， 能 形象 地 写成 


FV) = (二 + A 


的 形式 .对 这 个 公式 右边 ， 符 号 的 筹 应 先 根 据 二 项 式 定 理 展开 ， 
然后 ， 将 8/8x,， 8/6y 的 寡 溢 f" 换 成 相应 的 n 阶 导 数 如 /azn， 
了 从 贷 鳃 法 网 我 人 有 

WO = fe ,y+ hd) = hfelg + 


其 中 六 =z 十 hit, 二 y 十 kt. 这 里 .我们 将 fo (2 十 ht,y 十 机 ) 作为 搬 ( 十 hb,y 十 下， 
因为 既然 x,g, ,上 被 看 作 自 变量 ，《 仍 由 锁链 法 则 ) 就 有 


是 Je+ 吉 + 了 格 一 天 e+ 十 同 ， 
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an"jf/br" 0 …… 在 所 有 这 些 导数 中 ， 自 变量 > 和 y 的 位 置 应 写 
六 2 十 山 和 3 十 大 


练 习 3.73a 


1. 对 P(t) = f(z + ht,y+ i) 求 FF'(1): 

{a) fx, = sin(z + W), 

(b) fey) = 类 

(©) f(s,0) = 2 + 2 ~ 

2. 求 曲 线 z(#) = Ft) = /人 十 由,y 十 Rt} 在 t= 1 处 的 斜率 ， 
其 中 =0,y=1, 衣 = 了 一 下 并 且 

(a) Fn 及 = 到 十 及 

{b) f(z,) = expfr 十 (一 了 外， 

{ce) f(z,y) = cos7fy 一 1sinTz2. 


b. 中 值 定理 


在 着 手 研 究 用 多 项 式 作 更 高 阶 的 膛 近 以 前 ， 我 们 推导 一 个 中 
值 定理 ， 它 类 似 于 对 一 元 函数 我 们 所 早已 知道 的 . 这 个 定理 把 老 分 
f(z +h,y+k)— f(z 与 偏 导数 fe 和 联系 了 起 来 , 我们 明确 


假设 这 些 导 数 是 连续 的 .对 函数 F(t) 应 用 普通 的 中 值 定理 ， 我 们 
得 到 


t 1 


其 中 是 介 于 0 与 1 之 间 的 一 个 数 ;， 利 用 (31) 与 (32a) 即 得 
fw + ht yt kt) — F(z, 
t 
—hfelz + Oht,y + Okt)} + Eft{z + Oht,y + OkE). 
令 t= 1, 我 们 就 得 到 想 要 求 得 的 二 元 函数 的 中 值 定理 ， 其 形式 为 
CL Ar, 内 
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= 万 他 十 ,3 十 g) 十 有 (十 名 ,二 起) 
= hfo(€,n) + kfs(é, nn). (33) 
因此 ， 在 两 点 (< 十 y+ 和 (x,y) 处 的 函数 信 的 考分 等 于 
在 连接 这 两 点 的 线段 上 的 二 个 中 徊 点 (69) 处 的 微分 . 值得 注意 
的 是 ,在 声 和 户 中 都 取 同 一 个 09 值 
正 像 对 单 变量 函数 (第 一 卷 第 200 页 ) 一 样 ， 中 值 定理 能 用 于 
来 得 关于 一 个 函数 f(z,y) 的 连续 模 ， 而 且 更 确切 地 说 ， 能 证 明 上 
述 函数 f 是 利 普 希 区 连续 的 . 为 了 应 用 中 值 定理 , 我 们 必须 用 直线 
段 连接 两 个 点 ， 使 沿 着 这 直线 段 / 有 定义 .为 此 假设 Fz,a 的 定 
义 域 是 止 的 ， 亦 即 ， 连 接 R 中 任意 两 点 的 直线 段 完全 落 入 忆 
中 . 设 了 在 忆 中 是 连续 可 微 的 ， 并 设 M 是 f 的 导数 的 绝对 值 的 
一 个 上 界 ， 
f(a WD < M， I(r < M 


对 五 中 的 一 切 (z, 四 成立， 于是， 就 能 应 用 公式 (33) 并 得 出 不 等 
式 


[f(z + hyt+ hk) — Fr | < |hllfeté, | + RIA, CE, an)| 
< [hIM + EIM < 2M VR? 十 经， (34) 


因此 了 在 距离 为 p = v 避 十 琶 的 两 点 处 的 函数 值 的 差 不 超 过 这 个 
丰 离 的 一 个 固定 的 倍数 ( 即 2Mp). 这 正 是 f 的 利 普 希 茨 连续 性 的 
意思 .特别 有 

Jf(zth yt+k)— f(r <e 


对 Y 及 十 机 < e/2M. 这 样 ，f 在 忆 革 是 一 致 连续 的 ， 并 且 “连续 
模 "6 = se/2M. 
下 述 事实 (其 证 明 留 给 读者 } 是 中 值 定理 的 一 个 简单 的 结果 . 
如 果 一 个 函数 f(x, 胃 的 偏 导数 疡 和 万 存在 而 且 在 一 个 凸 集 
上 的 每 一 点 处 都 等 于 0, 那么 这 旺 数 是 -一 个 常数 , 
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练 习 1.7b 


1. 从 几何 上 解释 中 值 定理 . 
2. 对 下 列 每 一 情况 ， 求 满足 
hfslz + Oh y+ OR) 二 大 他 二 98 二 8) 
三 flz+ h,y + k) — flz,y) 
的 8 值 : 
(a) f(t) = ry +t, T=Y=0,h= 
(0) f(y) =sinn(s +Y), 2 =y = 
3. 对 函 教 


1 
下 二 
大 


中 心 | 请 


1 
A 


名 上 一 


fx, = sinnr+ cosny 


用 中 值 定理 ， 来 证 明 ， 存 在 一 个 数 8(0<48<1) 使 
2 = cos +sin |3(1—0)|. 


4. 对 一 个 三 元 畏 数 f(z,y,z) 推导 中 什 定 理 . 
5. 求 一 个 数 8 (0<96<1) 使 


(35) =f (6.3.3) + 3 (6313) + BF:(0,33) 
其 中 


(a) flz, vy, EA 一 CYZ, 
fby flz,%, 72) = x2 + + 052. 


问 题 1.7b 


1. 设 f(x,9) 的 定义 域 是 一 个 多 边 形 连通 区 域 ， 亦 即 ， 假 设 这 
区 域内 的 任意 两 点 P,Q 都 能 够 用 这 区 域内 的 一 申 线 段 号 五 , 五 及 
, 忆 .-1 忆 , 连接 起 来 ， 其 中 B= P, PP = Q. 证 明 ， 若 偏 导数 太 

和 包 在 定义 域内 每 一 点 处 的 值 均 为 4 则 /是 常数 . 
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c. 多 个 自 变 盘 的 泰勒 定理 


我 们 对 函数 F(t) = f(z + 1 T+ 对 ) 应 用 拉 格 裔 日 余 项 形式 
(参看 第 一 卷 第 499 页 ) 的 泰勒 公式 ， 利 用 关系 式 (32a, b, c) 求 出 下 
的 导数 ， 而 后 令 上 = 1, 我 们 就 得 到 一 元 函数 的 泰勒 定理 


fz +t hyt hk) =f(5,9) + {hfols, 功 十 开户 (zz y)} 
+ {fosCe,y) + 2hkfov(e,D) + fyv(y)} 
+- ea 人 ) hhfen ye 
+ kfyn lr)} + Bo, (35) 
其 中 已 。 表示 余 项 


pnt ... 
RR, = 1 他 fonti (2 + Oh,y + Ok) 十 
+k"tif nt(r + Oh, y+ OF)}, (36) 


0 < 8 < 1 这 样 , 增 量 f(z + 及 7 十 月- Fe) 就 被 写成 了 
1,2,…,(n 十 1) 次 齐 次 多 项 式 的 和 ， 其 中 每 个 齐 次 式 除 去 各 自 的 


因子 
1 1 1 1 


2 nt n+ 1)! 
外 ， 分 别 是 f(z, 妇 在 点 (z, 切 处 的 第 1 阶 ， 第 2 阶 ，…, 第 nn 阶 
微分 


# = hf tk = (hf 
dj = (区 + +h) 7 = 12 fos + 2hk foy + 2 foy, 
df= (he + ko ) 7 


= hfon + 7) hr -lkfoniy + + k™ fr, 
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以 及 了 在 连接 (z,y) 和 (十 hg 十 各 的 线段 十 一 个 中 间 点 处 的 
(十 1) 阶 微分 灾 +f- 从 而 ， 泰 勒 定理 可 写成 更 简洁 的 形式 : 


fs + byt f(D) + e+ 


+ f(s) + Re (37) 


其 中 


Rh, = 于 mi fl + Oh, y+ Ok), O<0<1. (38) 
在 一 般 情况 ， 余 项 五。 趋向 于 0 比 它 的 前 项 六 了 更 高 阶 ， 亦 即 ， 当 
有一 0 和 多 才 0 时 ， 有 Bn = of Vl(h? + kk2)"}. 

从 对 一 元 函数 的 泰勒 定理 通过 (nm -> o0) 得 出 无 穷 素 勒 级 数 ， 
司 我 们 年 出 了 许多 函数 的 短 级 数 展 开 式 ， 对 多 变量 函数 ， 这 样 的 一 
种 处 理 手法 即使 可 能 时 ， 一 般 说 来 也 是 很 麻烦 的 ， 对 我 们 来 说 ， 秦 
勒 定 理 的 重要 性 在 于 ， 将 函数 的 增 量 f(z 十 h,y 十 kk) 一 f(x,) 分 解 
成 不 同 阶 数 的 微分 df, 二 f,，…. 


练 习 1,7c 


1. 求 一 个 二 次 多 项 式 , 使 它 在 原点 的 邻 域内 最 接近 于 sin x siny. 

2. 对 f (x, 级 == 十 492z, 求 (2.1,2.9) 的 近似 值 . 

3. 于 f(z, 人 = zy 二 az 估计 用 了 (1;1) 近似 代 埠 f (0.9, 0.9) 
时 的 误差 . 

4. 把 直列 函 数 f(z + 六 十 局 展开 成 h, 上 的 舌 : 

(a) f(2,) = 2 — 220+, 

人) f(z,y) = cosle +2y), 在 z=0,y= 3 

(¢) je 人 = zay + 292 — V322. 

5. 将 f(z,y,z) = zyz? 展开 成 f(y 一 1),(z 十 1) 的 徊 . 

6. 求 下 列 函 教 的 泰勒 展 式 的 前 几 项 ,在 原点 (0,0) 的 一 个 邻 域 
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_ 多 
(a) z = arctan ETD 


{b) z = cosh zsinh y, 
(cj z = cos zcosh (T + 切 ， 


(d) z = er cosy, 

(e) z= 2 

(f) z = log(l ~ x) log(1 — »), 

(g) 之 一 ez 一 

(h) z = cosfz + y)e-*, 

(1) z = cosfz cos y), 

多 = = sin(s? + #7). 

7. 估计 用 1 
1— 2 —) 


代替 cos zx/ cosy 时 的 误差 ， 对 |z|, |y| < 各 


问 题 17c 
1. 求 下 列 函 数 的 过 勒 级 数 并 指出 它们 的 有 效 区 城 : 
(a) Tey (bj e™ty. 


2. 证 明 ， 球 面 三 钊 学 中 的 余弦 定律 
Co8z 一 coaxcosy + sinTsinycond 
在 原点 的 邻 域 内 转化 为 欧 几 里 得 余弦 定律 
妇 一 22 十 所 一 2zgycos 作 


3， 车 f(z,y) 是 一 个 连续 函数 且 具 有 连续 的 一 阶 和 二 和 阶 偏 导 
数 ， 则 


fs(0,0) = lim Fe ) 2 +f0,0). 
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4. 证 明湖 数 f(x,y) = exp( 一 归 十 259) 能 展 成 对 z 和? 的 一 切 
值 都 收敛 的 级 数 


Hnlz) 9 
nl Yi 


Me 


n=0 
其 中 多 项 式 H(zx), 哮 所 谓 输 密 顿 多 项 式 ， 满 足 
(8) Ha(z) 是 一 个 次 多 项 式 ， 
【b) 页 '(z) = 2nH,_1(#), 
(c) Hiri ~ 2xH, + 2n 万 ,1 = 0, 
{d) 五 — 2zH' + 2nH», = 10. 


1.8 ”依赖 于 参量 的 函数 的 积分 


多 变量 晒 数 的 重 积分 的 概念 将 在 第 四 章 及 第 五 章 中 才 开 始 讨 
论 ， 目 前 我 们 仅 考虑 与 这 类 函数 有 关 的 单 重 积分 . 


a, 例 和 定义 


设 f{z, 臣 是 工 和 yy 在 矩形 区 域 a <x < 6,w <y<b 上 的 连 
续 隐 数 ， 我 们 可 以 把 z 看 作 是 固定 的 而 把 f(x,y) 看 成 仅 是 y 的 函 
数 并 在 区 了 间 a < y <b 上 求 积 分 ， 这 样 我 们 得 到 表达 式 


room 


它 仍然 依赖 于 量 x 的 选取 这样， 我 们 所 考虑 的 就 不 只 是 一 个 积分 
而 是 一 族 积分 人 7(z,g)d 它 由 > 取 不 同 的 信 而 得 到 ， 量 = 在 积 
分 过 程 中 保持 不 变 , 而 且 可 给 它 指定 区 间 中 任何 一 个 信 ， 我 们 称 它 
为 一 个 参 ( 变 ) 量 ， 因 而 所 说 的 这 个 通常 的 积分 就 成 为 参量 > 的 
一 个 画 数 . 


作为 参量 的 函数 的 积分 在 分 析 及 其 应 用 中 是 常见 的 . 例如 ， 作 
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变换 zy = 易 得 


! zdy 加 , 
人 VB 
对 一 1 < zz <1. 又 如 ,我 们 可 将 指数 汪 数 看 作 一 个 参量 的 普通 舌 活 
数 来 求 积 分 并 写成 


1 1 
/ y dy 三 Tr’ 
其 中 假定 > > -1. 
我 们 从 几何 上 来 阔 骨 冰 数 fr, 切 的 定义 域 ， 对 参量 + 的 固定 
值 ， 作 3 轴 的 平行 线 ， 如 图 1.15. 设 48 是 平行 线 与 矩形 相交 的 部 


分 ， 被 积 函 数 fw, 切 沿 48B 取 值 ， 因 而 它 只 是 y 的 函数 我们 亿 
可 说 治 线段 48 积分 函数 六 =, 幼 . 


后 一 一 一 二 一 一 一 


图 1.15 


这 种 几何 观点 启示 着 一 种 推广 ， 若 函数 flz, 切 的 定义 区 域 五 
取 图 1.16 所 示 的 形状 ， 即 任何 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 与 边界 最 多 
交 于 两 点 ， 那 么 ， 对 z 的 每 一 个 固定 的 值 ， 平 行 于 y 轴 的 直线 与 区 
域 只 相交 的 部 分 就 是 一 个 线段 4 已 (或 一 点 4 = B), 因而 我 们 仍 可 
对 函数 f(x,32) 沼 线 段 4B 进行 积分 ， 积 分 区 搁 的 始点 和 终点 本 身 
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图 1.16 


将 随 z 而 变化 ， 于 是 我 们 不 得 不 考虑 这 种 形式 的 积分 ， 
他 zfz) 
1 flz, dy = F(z), (39) 
Wi(r) 


在 这 种 积分 中 y 为 积分 变量 ， 而 参量 z 在 被 积 函 数 与 积分 限 中 都 
出 现 ， 荐 我 们 用 x#,y,z 空间 的 曲面 z = F(z,y) 来 表示 函数 fz, 轨 )， 
则 对 每 一 个 正 的 函数 f, 我 们 可 以 考虑 一 个 以 zy 平面 上 的 区 域 R 
为 底 ， 以 曲面 z = f(z,9) 为 项 ， 以 平行 于 z 轴 的 直线 为 母线 的 柱 
面 . x 的 每 一 个 圈定 值 对 应 于 一 个 平行 于 yz 平面 的 平面 ， 它 与 
柱 体 相交 成 一 个 确定 的 平面 区 域 . 这 个 平面 区 域 的 面积 由 积分 (39) 
给 出 ， 例 如 ， 积 分 


/ 1 一 22 一 32dy 
一 YI 上 
表示 半球 
0 和 <z< WwWL- 到 一 她 
与 平面 z = 常数 相交 所 得 区 域 的 面积 . 
b. 积分 关于 参量 的 连续 性 和 可 微 性 
如 果 f(z,) 在 闭 知 形 R:a< zs<pasys b 上 连续 , 则 积 


分 


总 
F(z) = 1 f(x, ydy 
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[P(e + -P=|f Ge tty) -f(z,)ay 


< f ire Fh,y) ~ flz, Wldy. 


由 于 jz,g) 的 一 致 连续 性 ， 对 充分 小 的 的 值 ， 右 边 的 被 积 本 数 
作为 9 的 函数 可 以 一 致 地 小 到 我 们 所 希望 的 程度 , 由 此 即 得 以 上 结 
论 . 

其 次 我 们 考虑 微分 F(z) 的 可 能 性 .首先 考虑 积分 根 固 定 且 淆 
数 f(z,y) 在 闭 矩 形 请 中 有 连续 偏 导数 六 的 情况 0. 我 们 将 证 明 ， 
先 对 y 求 积分 然后 对 .x 求 微分 的 运算 ， 可 以 用 交换 这 两 步骤 次 序 
的 运算 来 代替 

定 更， 着 函数 fa,y) 在 闭 抵 形 a < < < 68,a < y < 5 中 连续 
且 有 关于 < 的 连续 导数 , 则 可 以 在 积分 号 下 关于 参量 微分 这 个 积 
分 , 即 

b b 
全 F(z) = 二 £| fag- { fleay. (0) 

而 且 , F'(z) 是 = 的 一 个 过 全 

在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 指出 ， 这 个 定理 给 出 了 下 述 事实 (在 第 
38 页 中 已 建立 的 ) 的 简单 证 明 ， 在 求 一 个 画 数 gfz. 引 的 混合 导数 
Gry 时 ， 只 要 gy 和 和 gry 都 连续 且 9r 存在 ， 则 微分 的 次 序 可 以 交换 . 
因为 车 令 faz, 急 = 名士, 他 我 们 有 


uy 
gz,y) = g(r a) + / flz, ndn. 


因 f(x, 在 矩形 a <<z < 6,a < y<4 中 有 关于 zx 的 连续 微 商 ， 
立即 有 ， 
ge(e 切 = geale, 4) + / (za 


1) 这 意 际 着 fx 在 开 短 形 上 存在 而 县 能 扩 半 为 闭 矩 形 七 的 连续 函数 ( 见 第 46 页 ). 


因而 根据 微 积分 基本 定理 便 有 
gyz (7, y) 三 户 (z， y). 


又 因 根 据 f 的 定义 有 fal, 切 全 guxfz Y), 由 此 看 出 yr = ry: 
定理 的 证 明 . 车 x 与 4 十 hh 都 属于 区 间 a < w < ,就 能 写成 


4 b 
F(r+h) -F(zs) = / f(s + hy)dy — / flz, dy 
b 
= f Us+ hy) -fleay 


由 假设 f(z,y) 关于 z 可 微 ， 根 据 微 积分 学 中 的 微分 中 值 定理 的 通 
常 形式 便 得 到 ! 


flz thy) — fry) =hf(r toh 0<0<1. 
且 由 于 假设 了 导 哨 数 所 在 闭 祭 形 上 连续 因而 一 致 连 续 ， 差 分 
f-{z 十 0h, 一 大 (om， 人 


的 绝对 值 可 小 于 任何 正 数 <, 对 一 切 满足 二 | < 5 的 六 都 成 立 ， 此 处 
5 = 6(s) 不 依 同 于 z 和 y. 于 是 


[et ffg 
=| / " fo(z + Bh, ydy — / foly, yay| 
< say= eo). 


对 | 有 < 6(e) 成立， 只 要 关 关 0, 这 意味 着 ， 关 系 式 


一 b 
jy -£0 fj, wy = ple) 


1) 此 处 9 令 烤 于 y 而 且 其 至 可 以 不 连续 地 随 y 变化 .这 是 无 关 紧要 的 ， 欠 为 由 等 
式 fzlz + Bh y) = hfz 十 上 9) 一 了 (zy)] 可 立即 看 出 挛 (z 十 6 内 是 了 和 了 
的 连续 函数 由 而 基 可 积 的 ， 
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成 立 ， 这 证 明了 F'(z) 的 存在 和 公式 (各)、F'(z) 的 连续 性 可 根据 
被 积 西数 六 (z,2 的 连续 性 立即 推出 ( 见 第 82 页 ) 
当 积 分 限 中 包含 参量 时 ， 用 类 似 的 方法 可 以 建立 积分 的 连续 


性 以 及 积分 关于 参量 的 微分 法 则 . 
例如 ， 若 我 们 要 想 微分 


P22) 
F(zr) = ,Ydy, 
(z) 人/ ,foey 
我 们 先 考虑 关系 式 
F(z) = / flz,y)dy = p(u,v, 7), 


其 中 心 = 办 (2),v = a(xz). 我 们 假设 加 (z) 和 walz) 在 区 间 a < 
z< 和 有 上 有 连续 的 一 阶 导 数 且 


a<hh{r) < har) < 6 


对 ww<z< 有 成 立 ， 又 设 f(z,y) 和 f(z,9) 在 集合 a <z<p, 
a yy<b 上 是 连续 的 。 这样， 对 


oa<T<p, acsu<b oa<v<bh 


就 定义 了 三 个 自 变量 %,v,z 的 一 个 函数 少 而 且 这 函数 有 连续 的 偏 
导数 ， 因 为 由 公式 (40), 有 


bls) = | Feav = f Flea 
而 根据 微 积分 基本 定理 (第 一 卷 第 207 页 ), 有 
slum) = fray = fle,v), 


pu lt VE) = 六 f(x,y)dy = -人 flz, ydy 
三 —f (2,). 


对 复合 函数 F(z) = 4 加 (zya(zj,z) 应 用 第 67 页 上 的 微分 锁链 
法 则 (18) 便 得 到 


F'(2) = pu 人 (zz) + Pua(T) + Pz, 


这 证 明了 F(z) 的 连续 导数 存在 (a < x < A, 并 得 到 公式 


d ratz) a) ， 
Ef fa fe ay — dle) fe bie) 
V(r) 1lz} 


+ Pa(2)f (2, Wa(T)). (41) 
作为 例子 ， 对 函数 
五 (全 ) = [ sin(zy)dy, 


我 们 得 到 dF za 
二 人 ycos(zy)dy + sin(z 


对 于 1 
zdy . 
F(z2) = 上 Ta = arc sin 2, 
当 一 1 < z < +l, 我 们 得 到 关系 式 


ro = { ss A 


这 结果 读者 可 以 直接 验证 . 
再 看 一 序列 积分 


ma)= 三 人 Join Pols) = Fin (人 


其 中 是 任意 正 整 数 且 f(y) 仅 是 y 在 所 考虑 的 区 间 上 的 连续 函 
数 ， 由 于 对 上 限 zx 求 导 的 结果 为 0, 由 规则 (41) 得 递归 公式 
F(z) 一 Fn—1(x) (n 一 1 2,3… 小 
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从 丽 (z) = f(z) 立即 得 出 
PCD(z) = f(z). (42a) 


因而 Fn(z) 是 这 样 的 函数 ， 它 的 (n+ 1) 阶 导数 等 于 f(z), 它 本 身 

及 其 前 阶 导数 在 = = 0 处 取 零 值 ， 它 是 由 已 1(z) 从 0 到 = 积 

分 而 得 ， 因 此 及 (z) 是 以 0 与 z 为 积分 限 由 f(z) 经 (n 十 1) 次 积 
分 而 得 的 函数 

ms)= 上 “fydy, F(z) = / “Foly)dy, 

0 0 , (42b) 

F(z) 三 1/ Fi(y)ay, 四 ,Fn (2) 一 1 FF,_1(y) dy. 

0 站 


这 种 重复 积分 能 用 函数 刀 二 对 -7(g) 关于 y 的 一 个 简单 积分 所 代 
内 
关于 参量 求 微分 的 上 述 这 些 法 则 ， 当 由 积分 号 下 求 微分 而 得 的 
函数 不 处 处 连续 时 ， 往 往 也 仍然 有 效 ， 对 这 些 情况 ， 代 内 应 用 一 般 
的 准则 ， 对 每 一 个 特殊 的 情况 ， 直 接 验证 上 述 微 分 是 否 可 行 反 而 更 
方便 些 . 
作为 例子 ， 我 们 考虑 精 国 积分 ( 匈 第 一 卷 第 342 页)- 


二 + dx 。 2 
函数 
1 


/VE 
在 z= 二 1 和 z= 一 1 处 是 不 连续 的 ， 但 积分 (作为 广义 积分 ) 是 有 
意义 的 ， 作 关于 参数 & 的 形式 微分 得 


kr?2dz 


(人 = 一 “2 
二 一，V7 


为 了 考察 这 等 式 是 否 成 立 , 我们 重复 推导 微分 公式 的 论据 ， 这 
样 就 有 


加 +1 
P+ -20 "fle onlae 


二 (k++ Byz2dm 


J VO + 
这 个 表达 式 与 上 面 遂 过 形式 微分 所 得 的 积分 之 间 的 差 是 


A =- 广 2 ( kk 十 Oh _ 天 )w 
J vi-z3\ (ko rl (1 一 12z35 


我 们 必须 证 明 这 个 积分 随 h 趋 于 0. 为 此 目的 ， 我 们 在 大 周 鲜 划 
定 一 个 不 包含 数值 上 1 的 区 亲 jw < 天 和 后 ,并且 选取 hh 足够 小 使 
上 十 Bh 落 在 此 区 和 但 内， 图 数 

k 


在 从 区 城 -1 <x 万 1 ko < 疡 之 和 上 是 连续 的 ， 因 而 一 致 连续 .从 
上 十 Oh kk 
VI Vi 
小 于 一 个 不 依赖 于 x 和 上 并 且 随 名 趋 于 0 的 数 . 从 而 
+1 zidr 
Aasf A Me, 

其 中 MM 是 一 个 不 依赖 于 的 常数 ， 这 就 是 说 ， 积 分 入 随 b 趋 于 
零 而 趋 于 零 . 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

因而 在 这 种 情况 下 ， 积 分 号 下 求 微分 仍然 是 可 行 的 .类似 的 考 
不 可 应 用 于 其 他 的 情况 . 

具有 无 限 的 积分 区 了 间 且 依赖 于 参量 的 广义 积分 将 在 第 四 章 中 
讨论 . 
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练习 1.8 b 
t. 设 
b 
F(k) = / ad(z)6(z, 有 dz， 
其 中 Bl(z,k) 和 Ph(w,k) 对 a<x<b, ko < 近 尺 < 是 连续 的 ， 又 
a(z) 对 a < z < 连续， 而且 [ la(z)| 作为 广义 积分 存在 ， 求 证 
b 
F'(k) = / lg)Be(z, kh)dr, ko<k<h. 
2. 设 
工 
F(k) = 1/ (z — lrtlog zdr, —1<k. 
站 
证 明 
(a) lim kF(D) =1, 
(b) F(R) = log 2+#. 
c. 积分 (次 序 ) 的 互 换 ， 王 数 的 光滑 化 


第 82 页 上 关于 积分 号 下 求 微 分 的 定理 导致 一 个 重要 的 结果 ， 
即 可 以 交换 积分 的 次 序 . 
设 FT) 在 由 


a<zr<b aoao<y<p (42c) 


=f af rea =f mf tema (ad) 


具有 相同 的 值 . 我 们 称 这 个 值 为 了 在 和 矩形 (42c) 上 的 二 重 积分 . 
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作为 例子 ， 我 们 考虑 矩形 0<z< 1 0<9 < 了 上 的 函数 
ffz, 功 一 3sin(z 切 . 
这 里 
站 2 区 sin(né/2) 
r= ff n5in(tn) dn -/ 人- £2 2 )ae 


—1, 


as 


一 了 

1 fanf nsintenae= 三 (cosn)dn = 了 一 | 

为 一 般 地 证 明 等 式 了 = J 我 们 引进 两 个 变 上 限 的 积分 

veg = flean, ve 用 = 
应 用 公式 (40) 有 
wo = weve = f fla, 

从 而 

uy) = uso)+ 三 = fan f fee. 


以 z=b,y=8 代入 即 得 了 T=. 
我 们 已 建立 了 函数 wz, 切 与 一 个 在 矩形 R 上 连续 的 洱 数 f(z, 9) 
间 的 联系 。 w(x, 胡 有 连续 的 一 阶 篇 导数 


wap)= Homan wey) = 三 AGE 
还 有 一 个 连续 的 混合 二 阶 偏 导数 
toy(T, 急 = f lw, 功 - 


为 了 “光滑 化 "了, 中 为 了 构造 一 个 一 致 通 近 于 了 而 有 连续 偏 导数 的 
函数 ， 我 们 将 利用 这 样 的 消 数 
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在 应 用 技巧 上 , 往往 需要 用 一 个 相近 的 光滑 函数 来 代替 一 个 连 
续 函 数 了 ( 它 本 身 往往 只 是 某 个 不 完全 已 知 的 物理 量 的 近似 量 ), 由 
魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 (第 一 卷 第 686 页 ) 我 们 知道 , 在 一 个 区 间 上 
连续 的 单 变量 的 函数 可 以 用 具有 一 切 阶 导数 的 多 项 式 一 致 遍 近 . 对 
在 一 个 矩形 上 连续 的 二 元 函数 f(z, 功 , 类似 的 定理 仍然 成 立 ， 

我 们 能 偿 助 “平均 ”函数 f(z,y) 的 方法 构造 一 个 具有 适当 让 
清 次 数 的 简单 逼近 . 一 个 方 使 的 办 法 是 扩充 /的 定义 ， 从 矩形 区 城 
(42c) 到 整个 x,y 平面 ， 使 f 处 处 连续 9. 对 任意 > 人 0, 我 们 在 以 
(z, 纺 为 中 心 以 28 为 过 长 县 四 边 平行 于 能 标 轴 的 正方 形 上 作 了 的 
均值 : 


Falzy) 一 1 s/f dé 广 站 7 加 
一 [wu 人 (2z hy+h)— vs hy —h) 
— um— hyth) tvs — hy— nh)/Ah. (42e) 


显然 (2,y) 有 连续 的 一 阶 偏 导数 和 连续 的 混合 二 阶 偏 导 数 3. 为 
又 说 明 对 小 的 h, F(z, 功 通 近 于 fs, y), 我 们 注意 


Fhlz,y) — f(r,y) 
ET 去 必 三 ft{é, 0) — fe, Wan. (428) 


由 在 某 个 其 内 部 包含 五 的 矩形 RB' 内 是 一 致 连续 的 , 我 们 知道 , 对 
给 定 的 s 和 充分 小 的 h, 在 每 一 个 包含 在 中 内 的 边 长 为 六 的 正方 
形 内 ，F 的 变化 将 小 于 e. 于 是 在 {42f) 中 我 们 有 | 人 ,四 一 (人 | < 
e 以 及 | 下 (加 切 一 天 :3 < e- 因而 i F(z,) = f(z, 有 D 对 号 中 
的 点 (z,3) 一 致 成 立 ， 这 样 ， 我 们 就 找到 了 一 个 任意 接近 于 f(x, 
的 光 消 函数 F(x,2). 


1) 这 是 能 达到 的 ， 可 这 样 来 延续 f: 当 褒 着 印 直 于 矩形 的 加 边 的 射线 ， 了 取 常 数 ， 
然后 对 平面 上 萎 余 的 点 ， 妈 这 样 延续 ， 当 沿 着 从 矩形 的 四 个 角 出 发 的 射线 ， 了 也 到 党 


数 . 
区 局 了 为 使 Fr{z, 切 对 矩形 民 中 的 一 切 点 有 定义 ,我 们 可 局 了 定义 在 稍微 超出 中 的 


.0. 


1.9 ”微分 与 线 积 分 


a. 乒 性 微分 型 


我 们 在 1.5d 中 定义 了 函数 4 = f(z,y,z) 的 全 微分 du, 其 表达 
式 是 


__ Of{z, y, Z) Bf ln, 2 OF (zy 2) 
du = a az 士 a dy 十 ge dz. {43) 


多 元 了 通 数 微分 的 这 个 定义 是 得 到 了 微 商 的 锁链 法 则 的 启发 的 . 因 
为 如 果 工 , 区 过 是 变量 t 的 函数 


T= p(t), y= PE z= X(t), (44) 


那么 复合 函数 4 = flp( 中 ,w(t),x(j] 的 微 商 的 锁链 法 则 (19) 就 是 
du Of dz Bf dy af dz 


dt Bd (45) 
而 单个 变量 的 函数 « 的 微分 则 是 定义 为 du = 呆 必 的 ， 所 以 由 
(45) 就 有 


一 一 十 一 一 


bz da 2d 
_ Bf de Of yas Of 
= + 


只 要 我 们 还 记得 z,y,z (作为 上 的 函数 ) 的 微分 是 


d= (中 至 + 于 包 af a 


dz = Eh dy = Ya, dz = —dt, 
那么 上 式 就 与 (43) 形式 上 完全 一 至 了 ， 于 是 从 (43) 式 所 定义 的 微 
分 du = 和 f(z,y,z) 可 以 立刻 得 到 u“ 沿 着 任 -一 曲线 "(其 参数 方程 为 
(44)) 的 微分 du = 守 
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由 (43) 式 所 定义 的 微分 du 是 六 个 变量 zx,y,z,dz, dy,dz 的 
函数 ， 它 对 变量 dz, dy, dz 是 线性 、 齐 次 的 中, 系数 是 z,y,z 的 了 
数 . (当然 ， 就 像 在 第 51 页 中 所 解释 的 ， 并 非 任何 时 候 都 要 求 微 
分 dz,dy, dz“ 很 小 ; 只 有 当 我 们 要 用 dw 去 作 增 量 


Au= 2 十 加 古井 ,z 十 dz) 一 op 扫地 


的 一 个 近似 值 时 才 提 出 这 个 限制 . ) 
在 z,y,z 空间 中 最 一 般 的 线性 微分 型 的 表达 式 是 


L= A(x,y,z)dz + B(x,y,z)dy + CC(r,y, ?2)dz. {46) 


这 是 六 个 变量 ,YZ, dz, dy, dz 的 一 个 函数 ， 对 “微分 ” 变量 dz, dy, dz 
是 线性 型 ， 系数 依赖 于 =,y >. 函数 的 全 微分 dw 是 特殊 的 线性 微分 
型 工 , 它 的 系数 为 : 

Of(z,y, z) _ Of(2,Y, 2) 
Br 加 Oy 
其 中 f = f(x,y,z) 是 一 个 适当 的 函数 ， 如 果 一 个 微分 型 工 是 某 个 
函数 的 全 微分 , 我 们 就 说 它 是 一 个 恰当 徽 分 型 或 者 说 它 是 可 积 的 
. 并 不 是 每 一 个 微分 型 都 是 可 积 的 ; 若 要 工 林 积 , 它 的 系数 4, B,C 

必须 满足 某 种 “可 积 条 件 "; 
TE TL 属于 C 估 坟 是 有 兴 人 
本 商 , 见 第 从 丽 ， 芝 因果 工学 的 ,由 允 和 


Of (zx, Y, Z) 


A= Oz : 


， 串 ,C= (47) 


as _ 30 ，8 84_, 84 838B_, 

8 HH "or 8 ”dy br | 

方程 (48) 是 二 阶 微 商 可 交换 性 法 则 的 简单 推论 . 因为 如 果 4, B,C 
有 连续 的 一 阶 徽 商 又 可 以 写成 (47) 的 形式 ， 那 么 了 就 有 连续 的 二 
1) 三 个 变量 .人 的 线性 函数 的 普遍 形式 是 45 十 Bn 十 OC 十 DD， 其 中 系数 


及 , 昌 , ,DD 不 依 束 于 9;6; 当 口 = 0 时 ， 称 这 线性 函数 为 “ 齐 次 的 ”或 者 说 它 是 
一 个 “线性 型 " ( 见 第 14 页 ). 


(48) 
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阶 微 商 . 根据 第 37 页 的 定理 混合 微 商 与 微分 次 序 无 关 , 这 样 一 来 ， 
就 有 84 9868f 3861 8B8 


本 的 开 Br 
类 似 地 可 得 (48) 中 另外 两 个 等 式 . 
作为 例子 ， 线 性 微分 型 
L = ydzr + zdy + 2dz 


不 是 可 积 的 ， 因 为 

BB BC Bz 

Ei x0 
而 线性 微分 型 

L = yzdr + zxdy + rydz 

满足 可 积 条 件 (48). 事实 上 它 是 函数 4 = xyz 的 全 微分 du. 至 于 在 
什么 范围 里 条 件 (48) 对 于 工 是 全 微分 也 是 充分 的 ， 我 们 将 在 第 
1.10 节 中 讨论 . 

对 三 维 以 外 其 他 维 数 可 以 得 到 类 似 的 可 积 条 件 , 对 于 两 个 独立 
变量 x,y 而 言 , 一 般 的 线性 微分 型 是 上 = 4(z, gdz 二 Btz 功 d. 如 
果 工 是 一 个 函数 4 = f(z, 角 的 全 微分 du 那么 系数 4,B 应 该 满 
足 方程 


另 一 方面 ， 在 四 维 的 情形 下 ， 对 应 于 方程 (48) 我 们 得 到 六 个 可 积 
条 件 ， 它 们 是 由 四 元 函数 f 的 所 有 可 能 的 混合 二 阶 微 商 构成 的 . 
考虑 微分 型 甚至 不 是 恰当 微分 的 微分 型 有 什么 意义 呢 ? 其 理 
由 为 ， 沿 着 参量 方程 
=P) y= z= xX(H) 
给 出 的 曲线 已 工 就 成 为 一 个 一 元 函数 的 微分 
dy dz 
L= (4 宇 + Bo + CF) 
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这 个 函数 就 是 由 不 定 积分 


fz = (4 入 + BY +CF) 


给 出 的 . 
b. 线性 微分 型 的 线 积分 


为 了 讨论 线性 微分 型 在 曲线 上 的 积分 , 对 有 向 强 和 财 曲 线 的 概 
念 和 性 质 有 一 个 清楚 的 形象 是 很 重要 的 . 望 读 者 复习 第 一 卷 第 376- 
386 页 , 那里 一 切 有 关 的 论述 是 对 平面 曲线 而 作 的 ， 但 可 以 同样 地 
应 用 到 任何 维 数 的 空间 曲线 上 21. 不 失 一 般 性 ， 我 们 来 讨论 wy,z 
三 维 空间 中 的 曲线 上 的 积分 . 

一 个 简单 弧 人 是 点 P= (zy 的 一 个 集合 ， 这 些 点 可 以 用 
参量 形式 表示 出 来 : 


TT 二 p(t), 4 一 pi), z= X(t); a<t<b, (49) 


其 中 ,中 XxX 是 t 在 a <t<b 上 的 连续 函数 , 并 且 这 区 间 内 不 同 的 t 
对 应 到 不 同 的 点 P. 参量 式 (49) 构造 了 一 个 一 对 一 的 连续 映像 把 + 
轴 上 的 一 个 区 间 映 到 空间 的 集合 了 上 2. 同一 个 简单 台 六 可 以 有 
许多 不 同 的 参量 表示 ， 最 一 艇 的 一 个 可 以 从 特殊 的 表示 式 (49) 得 
到 ， 这 只 需 取 任 意 一 个 把 区 间 a < 7 < 8 映 到 区 间 a < +< 8 上 的 
单调 连续 画 数 jp(7), 再 令 


zs = p(T, y= Pp(7)), z= xlp(T)], a TB. (50) 


1) 曲线 的 “正和 负 侧 ”的 撤 念 和 “项 时 针 北 时针 方向 ” 勉 概念 是 二 维特 有 的 . 

2) 由 于 假设 了 函数 9,%,x 的 连续 性 ,所以 从 二 到 的 映像 的 连续 性 是 显然 的 , 重 
要 的 是 来 验证 道 映 像 Pt 也 是 连续 的 . 这 意 轧 是 : 给 定 了 丁 上 一 个 收复 到 点 忆 的 点 
列 Pa, 则 对 应 的 参量 值 ta 就 收 全 到 P 的 参量 值 ， 为 了 证 明 这 点 ， 我 们 注意 到 根据 有 


界 出 区 向 的 列 紧 性 { 第 一 卷 第 105 页 ) 有 一 个 tm 的 子 序列 收 竹 到 某 个 值 .a 过 t 达 6. 


由 原 映像 的 连 绽 性 t 被 映 到 Pn 的 极限 已 上 ， 因 为 假 设 了 映像 有 1-1 的 特性 ，+ 是 
被 P 唯一 地 确定 的 ， 所 以 如 的 每 一 个 收 禾 子 序 列 都 有 相同 的 极限 ， 就 是 号 所 对 应 的 
参量 值 ， 这 航 证 明了 整个 序列 tn 收 敏 到 十 
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对 于 的 任何 一 个 参量 表示 式 (49), 我 们 有 两 种 方法 排列 人 
上 的 点 的 顺序 ， 它 们 对 应 于 按照 的 增加 或 减少 的 是 序 ， 选择 了 两 
个 项 序 之 一 ， 就 使 简单 弧 成 为 有 向 简单 法 "， 如果 六 的 广 
向 对 应 于 + 增加 ， 我 们 就 说 f* 的 方向 关于 参量 t 是 正 的 ; 如 果 
六 的 方向 对 应 于 t 减少 ， 就 说 1" 的 方向 是 负 的 . 车 有 向 简单 强 
与 7 有 相反 的 方向 ,就 记 为 -了 ". 如 果 我 们 知道 了 了 上 竹 何 两 个 
点 局, 的 顺序 ， 那 么 了 的 方向 就 完全 确定 J。 如果 "关于 参 
数 t 是 正 向 的 ， 又 如 果 tn 和 丘 分 别 是 点 机 和 局 的 参量 值 ， 那 么 
io < 就 意味 着 在 P* 上 品 中 随 出 或 瑟 先 于 号 图 117) 


pe 


NA -a 


图 1.17 空间 简单 绝 关 于 参量 7 定向 是 负 的 ， 关 于 参量 上 = ALr) 定向 是 正 的 ， 
这 里 afon =b, pA(8) 一 = 


有 向 简单 驱 六 的 端点 按 某 个 其 序 对 应 于 参量 表示 式 (49) 中 
的 参量 值 + = ab 我 们 把 这 两 个 端点 区 别 成 “起 点 ”和 和 ' 终 点 ”, 使 
起 点 先 于 艇 点 ， 如 果 T* 有 起 点 4 和 终点 BB, 我 们 就 记 为 
r+ =AB. 


于 是 相反 方向 的 颖 就 是 
-r=BA. 
如 果 天 ”关于 上 是 正 向 的 ， 则 起 点 有 参 最 值 a, 而 终点 有 参量 值 b. 
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在 一 个 有 向 简单 弧 P* = AB 上 按 定 向 一 个 接着 一 个 地 取 一 系 
列 点 号 ……， Pi 可 以 把 它 分 成 有 向 简单 弧 段 下 ,好 有 我 
们 令 局 = 4, P= B, 并 且 对 i= 1,…,n, 定义 弧 段 [*: 它 是 I 
上 的 点 集合 ， 由 点 尸 -1, P 和 所 有 先 于 号 而 跟随 Pi 的 点 按 天 
上 同样 的 顺序 组 成 .我 们 用 符号 记 作 

一 末 二 瑟 十 十 下 ， (51) 


如 果 了 T* 关于 表达 式 (49) 中 的 参量 t 是 正 向 的 ， 又 如 果 二 是 户 所 
对 应 的 参量 值 ， 则 有 


a=to<ti<to < < =b. 


当 我 们 限制 上 在 区 间 -1 <t< 反 上 时 ， 就 得 到 弓 段 (图 1.18). 


I 1 上 


乌 名 和 村 帮 师 


图 1.18 有 向 弧 T+ = AB 表示 为 白 .1 = 瑟瑟 +1 的 和 使 
Re 一 下 + 谨 上 下 十 下 二 下. 


现在 我 们 可 以 来 定义 线性 微分 型 
L= Alz,y,z)dr + Blr,y,z)dy + C(T,y, 7)dz (52) 


在 一 个 有 向 简单 张 T" 上 的 积分 [ 工 了 . 我 们 假设 虐 的 系数 4, 8,C 
在 T"* 的 一 个 邻 域内 连续 .我们 进一步 假设 强 二 " 不 仅 连 续 并 且 是 
分 段 光滑 的 ， 这 就 是 说 ， 弛 "可 以 用 分 段 光 滑 的 函数 

1) 这 意思 是 po, Wi,X 在 a < t < 5 上 连续 ， 除 去 可 能 有 有 限 个 跌 降 间断 点 外 ， 在 这 
区 辣 内 有 连续 的 一 阶 客商 注意 我 们 只 要 求 对 ”存在 基 个 分 下 光滑 参量 表示 式 ， 而 
其 他 表示 式 无 党 光 济 . 
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人 一 形 ( 区 区 二 和 的 ， z= Xx(t); oateb, (53) 


作为 参量 表示 式 ， 

令 叫 , 咏 ,…, 记 是 T* 上 任意 半 二 1 个 点 ， 按 I* 所 规定 的 方 
向 排列 着 ， 这 里 甩 是 I* 的 起 点 ， 记 是 I* 的 终点 . 

作 黎 曼 和 


n—1 
=) (AvAz, + BAys + CoAzv), (54) 
v= 人 0 
其 中 A,, B,, Cy 是 A, BC 在 绝 I" 上 某 一 个 先 于 Prl 而 跟随 也 
的 点 @ 上 的 值 ， 而 zx, At,Az 代表 


zr(P,r1) 一 TP,), y(P,tr1) 一 yb), {Pt1) 一 z(P,). 


我 们 来 证 明 ， 当 n 一 oo 时 ， 只 要 相继 的 两 点 已 ,, P+1 间 的 最 大 距 
离 趋 于 0, 这 一 囊 五, 就 收 敏 到 一 个 极限 F. 这 FF 的 值 不 依赖 于 这 
些 分 点 P 或 这 些 中 间 点 @, 的 选取 ， 我 们 称 为 工 在 有 向 就 并 
上 的 积分 ， 并 且 记 作 


r=|/ z=- Ads + Bdy + Cdz. (55) 
四 四 


因为 积分 的 定义 中 并 没有 提 到 参量 表示 式 , 显然 这 个 积分 不 依赖 于 
参量 的 选取 , 存在 性 的 证 明 就 蕴涵 着 这 积分 可 表 为 通常 的 黎 曙 积分 


人 cef ( 4 竺 +B 和 Yo). (56) 


这 星 被 积分 的 是 一 个 单 变量 的 函数 ， 它 是 把 4, B,C 中 的 变量 
2, 扩 z 用 表达 式 (53) 代入 而 得 到 的 ;又 当 7"* 关于 上 的 定向 是 正 
时 ， 取 。 = +1; 当 定 向 是 负 的 时 ， 取 e = -1. 同样 地 ， 我 们 也 可 以 
把 (56) 写成 


fr -人 (全 十 且 中 二 CC 2 (57) 
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其 中 去 是 有 向 红 T* 的 起 点 的 参量 值 ， 而 ty 是 终点 的 参量 值 ， 这 
就 是 说 ， 当 c= 二 +1 时 专 二 a,tf = 二 刀 而 当 &8 = 一 1 时 寻 二 b, ts 二 a. 

为 了 证 明和 歼 曼 和 F 收 伍 , 我 们 利用 T* 的 分 篡 光滑 的 参量 表示 
式 (53). 令 志 是 对 应 于 点 已 的 参量 值 . 因为 对 于 简单 强 而 言 , 参量 
值 和 曲线 上 的 点 之 间 的 对 应 是 双方 连续 的 ( 见 第 94 页 注脚 ), 所 以 
当 n 一 co 时 相继 两 点 之 间 的 最 大 距离 就 趋 于 0, 因而 上 1 一 奈 | 的 
最 大 值 趋 于 零 ， 函数 pg/ (外 ,wtt),x'() 可 能 在 有 限 个 点 上 有 跳跃 间 
断 . 我 们 可 以 假设 所 有 这 些 间 断 点 都 出 现在 我 们 的 分 点 如 ,三 …… ,tn 
之 中 ， 因 为 4, B,C 有 界 ， 并 且 当 nn 一 0% 时 ，Azv,Ay,Az, 的 最 
大 者 趋 于 0, 所 以 从 黎 昌 和 五 , 的 有 限 个 分 点 中 增加 或 减少 一 些 是 
不 影响 极限 的 . 

现在 因为 p(t), w(t),x(t) 在 每 个 子 区 间 内 是 可 微 的 ， 所 以 我 们 
可 以 用 微分 学 中 值 定理 ( 见 第 一 眷 第 194 页 ) 得 到 


Azy = plts+i) — PE) = p(t) (tt 一 加》 


Ayy = | 一 tu), Az 三 XT) (tt 一 如 )， 


其 中 记 了 ,下 在 二 和 刀 + 之 间 ， 天 上 的 点 Qv 对 应 的 参量 值 cv 
也 在 所 和 t+ 之 间 ， 于 是 黎 曼 和 (54) 具有 这 样 的 形式 


nh—1 
Fi = lA) (nm) + Blor yw (rs) + Cos) (Yt —t]. 
v=0 


这 里 点 如 , 刁 ，…… 如 是 参量 区 间 fo, 避 的 一 个 分 割 ， 如 果 T* 关于 
是 正 向 的 ， 则 ty 是 一 个 增 序列 , to = @, tn = b, 并 且 


At, 一 byt1 一 ty > 0. 


反之 ， 忆 是 减 序列 ， 如 二 b, ;二 a 并且 Aty < 0, 在 我 们 的 参量 
区 间 的 记号 中 ， a 总 代表 a,5 之 中 较 小 者 , 因而 它 可 以 对 应 于 弧 
六 的 起 点 或 终点 ， 


， 98， 


定 积分 是 黎 曼 和 的 极限 ,如 果 我 们 应 用 定 积分 的 基本 存在 定理 
( 见 第 一 卷 第 216 页 以 下 ), 我 们 就 看 到 极限 下 ya Fo 存在 并 且 
由 公式 (56) 给 出 0， 因为 在 定理 中 假设 了 用 来 作 获 曼 和 的 所 有 分 
点 所 构成 一 个 增 序列 ， 所 以 出 现 了 因子 6 = 士 1. 当 T* 的 方向 对 
应 于 t 碱 少时 ， 我 们 按 反 方向 跑 过 志 的 值 ， 从 tn 开始 到 to 终止， 
并 且 改 变 At 的 符号 . 

显然 线 积分 的 定义 和 公式 (56) 可 以 推广 到 7" 是 一 个 有 向 简 
单亲 曲线 2 的 情况 . 在 这 时 为 了 作 玉 的 表示 式 (54) 中 的 莹 吕 和 我 
们 在 T” 上 按 定向 规定 的 次 序 一 个 接着 一 个 选 74 个 点 只 , 户 ,…, 了 ， 
并 且 b=. 

[=, 幼 平面 上 的 曲线 积分 的 例子 在 第 一 卷 中 已 经 遇 到 过 例如 
把 一 有 向 团 曲 线 T* 所 围 的 有 向 面积 表示 成 


b 
及 = 2/ (eV -yF)dt 
{ 见 第 一 卷 第 411 页 ); 它 写 成 线 积分 是 
总 二 i/ zdy — ydz, 
了 


另 一 个 例子 是 力 场 作 功 W, 力 场 的 分 量 是 p, 0， 运动 沿 着 曲线 I"* = 
序号 从 点 三 到 点 五 , 取 弓 长 * 作 参 量 . 这 里 ( 见 第 一 卷 第 470 页 ) 


dr 
W= 人 (他 十 oe)as, 


它 可 以 写成 
w=/ pdz + ody. 
四 


二 为 了 收 敏 性 不 需 亡 中 间 值 元 ,元 ,Tw or 相同 ( 见 第 一 卷 第 219 页 的 附注 ). 

2) 这 种 曲线 有 -- 个 连续 参量 表示 式 (53), 除去 t 二 a 和 和 t= 二 6 对 应 到 同一 个 点 外 ， 
不 辐 的 t 对 应 二 不同 的 点 。 此 外 ,在 了 ”上 有 一 个 指定 的 循环 顺序 ， 它 对 应 于 上 增加 或 
减少 ( 见 第 一 着 第 386 页 ). 我 们 总 可 以 把 全 ”下 示 成 有 向 简单 饭 I 的 和 ， 如 像 (51} 
式 的 形式 ， 对 于 =: 2,… yn 7 1 的 终点 是 的 起 点 ， 而 z 的 终点 是 TY 的 起 
点 - 
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我 们 可 以 用 同样 的 方法 把 分 量 为 p,o,7 的 空间 力 场 ， 沿 一 个 绪 刁 * 
按 有 向 弧 自 己 定向 的 方向 移动 所 作 的 功 定义 为 一 个 曲线 积分 : 


w= / padr + ody + Td2z. 
re 


练 习 1.9b 


1. 求 
/ze+ zdy + ydz 


(a) 沿 螺 旋 线 
t=cost, y=sint, x=t 


联接 点 {1,0, 0) 和 点 (1,0,27) 的 一 段 弧 ; 
(b) 沿 抛物 线 


r=z0(1—t), y=y{1l—t), = 一 上 
联接 点 (0,0,1) 和 (0,0, —1} 的 一 段 针 {x0, th 为 常数 ). 
c- 线 积分 对 端点 的 相关 性 


我 们 回 到 由 (52) 给 出 的 一 般 的 微分 型 L. 设 T 是 一 个 简单 强 
{尚未 定向 ), 有 分 正光 滑 的 参量 表示 式 (53). 

对 于 了 于 任意 两 点 瑟 , 疡 , 取 它 们 对 应 的 参量 上 的 值 如 , 电 , 我 
们 可 以 按 公式 (57) 作 积 分 


dz 
了 = 三 (4 宁 十 BY + OE ) 


I 等 于 沿 工 以 为 起 点 ， 忆 | 为 终点 的 一 段 有 向 红 PP 的 积分 
f .因此 了 与 参量 表示 式 无 关 ， 我 们 记 作 


PP 
了 一 LI. 
Ph 
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了 的 值 是 由 一 对 有 序 的 点 局 , 访 和 以 它们 为 端点 的 简单 弧 所 确定 
的 . 

对 于 固定 的 如 ， 法 着 弧 了 我 们 可 以 用 下 面 的 不 定 积分 来 定义 
一 个 函数 f = f(P): 


f(P) = f+ =- (号 + 可 +C 些 5 dt (58) 


把 了 作为 自 变 量 上 的 函数 ， 我 们 有 


df dz dy dz 
+B 二 C 计 ， (59) 


把 这 个 等 式 写成 
二 


地 = = Adz + Bdy 十 Caz = L, 


于 是 就 把 线性 微分 型 天 示 成 一 个 函数 f 的 微分 了 (不 一 定 是 怡 当 微 
分 ); 但 基 我 们 要 记 住 这 个 关系 式 只 是 沿 着 定义 f 用 的 一 条 特殊 的 
曲线 三 才 成 立 ， 

如 果 我 们 把 线 积分 表示 为 对 变量 t 的 积分 并 且 应 用 定 积分 和 
不 定 积分 的 基本 关系 { 见 第 一 卷 第 213 页 ), 就 立即 得 到 , 对 厂 上 的 
任意 两 点 PP 和 P' 有 


人 b= (PY) -AP) (60) 


特别 地 ， 如 果 荆 确定 了 菜 个 方向 后 成 为 T*, 它 以 4 为 起 点 号 
为 终点 ， 则 有 
B 
| L= / L= 7(B)- f(A). (6 
A 
车 咏 ,…, 记 是 T* 上 的 点 ， 它 们 的 顺序 按 I* 的 定向 ， 己 = 4， 
已 ,= B, 那么 我 们 有 


[5= 78)- 10)= Ti pr), 


v= 
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旭 昌 我 们 用 ;1 表示 以 已 为 起 点 也 -1 为 终点 的 一 段 弧 ， 就 有 


Ptr 
pp 
P 了 e+3 


这 里 形 的 方向 与 7* 的 一 致 ， 从 而 
IT*=I+D+ "+. 


所 以 外 积分 全 可 部 的 


[ z=| r++ L. (682) 
re Ts re rs 


类 似 地 ， 如 果 我 们 交换 T"* 的 端点 ， 便 有 


f=-f.r (63) 


把 这 些 法 则 运用 到 有 向 闭 曲 线 被 家 示 成 为 有 向 简单 弧 的 和 的 
时 候 ， 特 别 有 用 . 试 考虑 几 个 可 以 有 公共 部 分 的 有 向 简单 佬 曲线 
全 CC ( 见 图 1.19). 

Cc 


图 1.19 ”了 闭 曲 线 上 的 线 积分 的 可 加 性 


设 简单 弧 荆 是 曲线 CG? 和 CX 所 共有 的 ， 它 由 C$ 和 CX 所 得 
到 的 方向 相反 ， 并 设 曲线 C?,…, CX 上 不 被 任何 两 曲线 共有 的 部 
分 加 起 来 是 一 个 有 向 闭 曲线 C*. 把 曲线 C7 上 的 线 积分 写成 简单 
绝 上 的 积分 之 和 ， 把 所 有 这 些 简单 毋 上 的 积分 都 加 起 来 ， 那 么 每 段 
公共 弧 上 的 两 个 积分 恰好 相 消 ， 我 们 就 得 到 公式 


/2 (64) 
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特别 地 ， 当 C? 是 平面 曲线 ,是 二 维 的 互 不 重 选 的 区 域 忆 的 边界 ， 
所 有 R; 的 和 是 区 域 妃 , 瑟 的 边界 曲线 是 C“, 所 有 C? 和 C* 有 相同 
的 方向 时 ， 就 出 现 上 面 的 情 次 ， 更 一 般 地 ， 区 城 RR 和 它 的 边界 C* 
可 以 是 在 一 张 曲 面 上 ， 并 且 娓 被 一 些 弧 分 割 成 一 些 子 区 城 Bi, Ri; 
的 边界 曲线 是 C#, 所 以 C0? 的 方向 恰 为 所 描述 的 式样 时 ， 也 有 上 面 
的 结果 . 


图 1.20 


下 面 的 定理 是 这 原理 的 另 一 应 用 . 设 C* 和 C* 是 两 个 有 向 闭 
曲线 ( 见 图 1.20), 分 别 按 定向 的 方向 被 两 组 点 和,… ,Aw 和 丰 ，… ,1 
分 割 ， 并 设 每 一 对 对 应 点 4: 和 4 被 一 曲线 连接 . 如 果 用 避 记 有 
向 闭 曲 线 44i+1454414: (把 Ant1 等 同 于 Ai,An+1 等 同 于 和 如), 则 


> /= hh {65) 


j=1 


1.10 ”线性 微分 型 的 可 积 性 的 基本 定理 


a. 全 微分 的 积分 
线性 微分 型 
L= Adz+ Bdy+ Cdz (66) 


中 特别 重要 的 一 类 是 哨 数 也 二 je z) 的 全 微分 ， 其 中 A,B,C 有 
如 下 的 形式 


B= (67) 


阔 数 f 有 连续 的 一 阶 微 商 . 虽然 在 一 般 情况 下 ， /.. 工 的 值 不 仅 与 
端点 有 关 并 且 与 曲线 的 整个 路 径 有 关 ， 但 在 这 里 ， 下 面 的 定理 是 成 
立 的 ， 

水性 总 分开 工 十 一个 国 数 了 的 全 本 分 时 它 的 积分 和 于 7 
检 丙 个 滑 闷 的 全 的 状 , 古 与 寻 让 辐 的 时 7 无关 这 是 说 | 
对 一 切 曲线 7"*, 只 要 它 完全 位 于 了 的 定义 域 里 并 且 有 同一 个 起 点 
忆 和 同一 个 终点 三 , 那么 fi, 上 的 值 就 相同 . 

为 了 证 明 ， 令 曲线 I* 参照 一 个 参量 tH 对 应 于 起 点 Po, 刀 对 
应 于 终点 五 . 由 第 97 页 公式 (57) 有 


fr = (4 全 +B 特 +c 学)a 
根据 微 商 的 锁链 法 则 ( 见 第 57 页 公式 (18)) 我 们 有 
[5=f Eat = fp) -PR), (的 
其 中 
F(R) = falti), yt), zt) i=0,1. 
我 们 注意 ， 积 分 与 路 径 无 关 的 要 求 可 以 由 在 简单 闭 曲 线 F* 上 
积分 信 为 0 的 要 求 来 代 赫 ， 这 是 因为 如 果 我 们 用 两 个 点 P 和 P 


把 曲线 I* 分 割 成 两 个 有 向 红 说 和 至 ,下 以 而 为 超 点 五 为 终 
点 ， 玛 以 下 为 起 点 剖 为 终点 ， 就 有 ( 见 第 96 页 ) 


并. 


”ji04 


于 是 
f= ft eh rhs 


这 里 -了 与 ry 有 相同 的 起 点 忆 和 相同 的 终点 P. 所 以 在 闭 曲 
线 r* 上 / 工 为 零 的 确 与 工 在 两 个 有 相同 起 点 PB 和 相同 终点 亚 
的 简单 绝 上 积分 相等 是 一 样 的 . 


b, 线 积分 只 依赖 于 端点 的 必要 条 件 


只 是 在 非常 特殊 的 条 件 下 线 积分 才 与 路 径 无关 ， 也 就 是 说 , 淮 
闭路 的 线 积分 才 为 零 .例如 ， 若 (z,g) 平面 上 一 条 闭 曲 线 C* 作为 
边界 所 包围 的 区 域 有 正 的 面积 ， 那 么 在 C* 上 线 积分 / zdy — ydz 
就 不 是 零 ， 在 前 一 节 中 我 们 证 明了 : / 与 联接 端点 的 路 径 无 关 


的 一 个 充分 条 件 是 工 为 一 个 全 微分 ， 现 在 线 积分 理论 的 主要 任务 
便 是 来 证 明 这 个 条 件 也 是 必要 的 , 然后 把 这 个 充 要 条 件 表示 成 一 个 
便于 应 用 的 形式 . 

我 们 将 对 三 维 空间 曲线 上 的 积分 来 研究 这 个 无 关 性 问题 , 但 是 
结论 和 证 明 对 任何 维 数 都 是 完全 类 似 的 .我 们 假设 


L= Adrt+ Bdy+ Cdz 


是 一 个 线性 微分 型 ， 系数 A, B,C 是 xz,y,z 在 空间 的 一 个 开 集 忆 内 
的 连续 函数 ， 则 下 面 的 定理 成 立 : 

线 积 分 /在 玉 内 的 二 条 有 向 简单 又 六 上 的 信 与 六 的 
特殊 选择 无 关 , 而 只 决定 于 ”的 起 点 和 终点 , 党 且 仅 当 上 是 虹 
内 的 二 个 是 数 1(, 3 的 全 微分 

在 第 104 页 上 我 们 已 经 证 明了 这 个 条 件 是 充分 的 ;也 就是 说 , 
对 于 一 个 恰当 微分 上 = Adz + Bdy + Cdz, 线 积分 fz 与 路 么 无 
关 .不 难看 出 这 个 条 件 也 是 必要 的 . 设 /只 依赖 于 的 端 
点 我 们 要 证 明 的 是 ， 存 在 一 个 定义 在 及 内 的 函数 u(z,y,z) 使 得 
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du = 工 .不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 侵 设 下 内 任意 两 个 点 可 以 用 完全 
在 R 内 的 简单 折线 连接 起 来 0. 我 们 在 R 内 取 一 个 固定 点 Po, 定 
义 电 上 任 一 点 忆 处 函数 如 = ww(z,y,z) = u(P) 为 以 忆 为 起 点 、P 
为 终点 的 任 一 简单 弧 上 的 积分 / 工 . 为 了 计算 4 的 偏 微 商 ,考虑 
的 任意 一 点 (z,y,2) = P (图 1.21). 因为 RR 是 开 的 ， 只 要 |N 充分 


图 1.21 


小 ， 所 有 点 (x 二 hsy,z) = P' 就 也 属于 RK, 令 Y* 是 连接 P 卫 到 P' 的 
有 向 直线 段 ，T* 是 从 三 到 PP 的 简单 折线 .我们 总 可 以 稍微 修改 
站 使 得 以 PP 为 终点 的 折线 的 最 后 一 段 不 与 = 轴 平 行 ， 那么 7* 与 
Y" 踪 去 己 之 外 没有 公共 点 (至少 对 | 充分 小 是 这 样 ), 而 "十 
表示 一 个 以 电 为 起 点 、 书 为 终点 的 简单 弧 ， 于 是 ( 见 第 102 页 
(62)) 有 


ue + h, ¥, z) 一 ws(T, Ys z) 


=-v(P)-xP= 人 人 5- 人 


= 工 = 4 
/ 2/ 


用 六 除 并 令 拓 一 0 取 极限 ， 我 们 的 确 得 到 


Ou(z,y,2) _ 
Or 


芭 开 集 民 总 可 以 分 解 成 一 些 连 通航 子 集 各 具有 这 个 性 质 ( 见 附录 120). 然后 我 们 
可 在 拇 一 个 这 样 的 子 集 上 用 下 面 指出 的 构 过 方法 定义 寺 


4, 
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还 可 以 类 似 地 得 到 并 =B, 和 潮 一 C. 这 圾 正明 了 du = 上 
c. 可 积 条 件 的 不 足 


除非 我 们 有 办 法 判别 一 个 给 定 的 微分 型 工 是 不 是 全 微分 ， 否 
则 我 们 刚才 证 明 的 线 积分 与 路 径 无 关 的 定理 是 没有 多 大 价值 的 . 我 
们 需要 一 个 只 涉及 工 = Adz + Bday + Cdz 的 系数 4, B,C, 并 且 便 
于 检验 的 条 件 ， 我 们 已 经 知道 可 积 条 件 

dB DC DC 84 8A 3B 

Ey 并 Er (69) 
是 存在 一 个 函数 u = f(z,y,z) 使 上 = du 的 必要 条 件 ， 我 们 把 满 
足 条 件 (69) 的 微分 型 工 称 为 闭 的 . 那么 每 一 个 恰当 微分 型 都 是 闭 
的 ， 因 为 只 有 当 工 是 一 个 全 微分 时 线 积分 才能 够 与 联结 两 点 的 路 
色 无 关 ， 所 以 我 们 看 芭 ， 如 果 可 /只 傅 亲 积分 路 生 的 六 
那么 条 件 (69) 是 必要 的 ， 现在 的 河 题 是 ， 这 些 条 件 是 否 也 是 充分 的 
呢 ? 如 果 这 些 条 件 使 我 们 可 以 构造 -一 个 落 数 4 = fz,y,z) 使 得 


= 一 ，B= 寺 ，C= 二， {70) 


那么 这 些 条 件 就 是 充分 的 ,意外 的 是 ， 对 于 保证 是 菜 一 个 函数 4 
的 全 微分 ， 从 而 保证 /与 路 径 无 关 来 说 ， 可 积 条 件 (69) 几乎 是 
足够 的 , 但 又 是 不 完全 的 . 仅仅 有 等 式 (69) 是 不 够 的 ， 但 是 如 果 我 
们 对 工 所 在 的 空间 区 域 加 上 相当 特殊 的 几何 性 质 方面 的 假设 ， 那 
就 够 了 . 

一 个 简单 的 反例 指出 ， 单 有 条 件 (69) 不 足以 保证 /二 在任 一 
闭 曲线 上 为 零 ， 试 考虑 微分 型 


_ wdy — ydz 
LL= zy (71) 
这 相当 于 选择 系数 
起 = 二 0 


一 多 I 
一 二 一， B= 一 一 -一 一 ， 
22 十 和 22 十 护 
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除了 直线 z= y=0 ( 即 z 轴 ) 上 的 点 之 外 ， 它 们 处 处 都 有 定义 ， 容 
易 验 算 可 积 条 件 (69) 是 满足 的 ， 因 而 上 是 闭 的 。 当 我 们 沿 着 (zx,y) 
平面 上 的 单位 图 C* : z = cost, y = sint, z = 0, 按照 关于 t 的 正方 
癌 积分 时 ， 就 得 到 


327 
局， =/ (4 宇 十 如 一 a=/ (sin2t 十 cos? t)dt 
0 


=27 0. 


其 实 ， 容 易 计算 沼 着 任 一 闭 曲 线 C 的 / .引进 点 P(z,y,z) 的 极 


角 作 


sing = (72) 


coa6 = ET ET 
这 个 角 8 是 由 (z, 2) 平面 和 过 点 了 与 z 轴 的 平面 所 构成 的 ( 见 


图 1.22). 于 是 
dd = darctan =L, (73) 


TT 


图 1.22 


所 以 上 被 表 成 了 4 = 6 这 函数 的 全 微分 . 问题 复杂 在 于 由 公式 (72) 
所 确定 的 6 的 值 可 以 差 2 的 倍数 ， 在 一 点 局 处 从 8 的 某 个 可 能 
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的 值 go 出 发 ， 我 们 可 以 定义 9 在 任 一 点 己 的 值 办 法 是 用 一 连续 
曲线 连接 点 BE 到 P, 并 令 


P 
oP)=%+ 上 do=m+ /I 
Fo 


( 见 第 一 卷 第 484 页 ). 但 是 这 样 定义 的 HP) 是 多 值 的 ， 依赖 于 曲线 
的 选取 ， 因 为 对 于 一 个 闭 曲线 C”， 

i 

27 Cr* 


表示 曲线 C* 按 反 时 针 方 向 绕 z 轴 的 次 数 ( 见 图 1.23). 
L498=0 


图 1.23 


所 以 ， 沿 着 以 P,P 为 端点 的 两 条 不 同 的 路 径 ， 若 要 积分 
” de (74) 
Po 
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的 值 相 等 ， 就 只 有 当 从 防滑 一 条 路 径 到 P 再 沿 另 一 条 路 径 固 到 
局 时 ， 闭 基线 绕 > 斩 等 次 ， 而 我 们 是 可 以 阻 上 上 任何 路 径 围 绕 > 轴 
的 ;这 只 需要 求 点 P(x,y,z) 有 y 关 DD, 或 者 当 y=0 时 z > 或 者 
这 样 来 说 ， 沿 着 半 平 面 


y=0 z<0 


竖 起 一 座 墙 ， 不 许 通过 ， 没 有 除去 的 点 形成 一 个 区 域 R, 在 其 中 我 
们 可 以 指定 9 以 唯一 的 值 ， 并 有 


7 <8<7, 


这 样 就 构造 了 一 个 连续 可 微 画 数 6 = H(z,y,z), 它 的 微分 是 工 在 
这 个 区 域 里 ， 沿 联接 钙 到 PP 的 任 一 路 径 ， 积 分 (74) 都 有 唯一 的 
值 0(P) 一 以 而 ), 与 路 径 无 关 ， 同 样 地 ， 沿 这 个 区 域 昌 的 任何 一 条 
闭路 ， 积 分 值 都 为 0， 


d. 单 连 通 集 


为 了 一 般 地 确切 叙述 基本 定理 ， 我 们 需要 单 连通 0 开 集 的 


概念 。 一 个 单 连通 集 RR 是 这 样 一 个 集合 。 R 内 尾 意 两 点 可 以 用 一 - 
条 完全 位 于 RR 内 的 路径 连接 起 来 ， 并 且 R 内 任意 两 条 有 相同 端点 
的 路 径 可 以 不 移动 端点 而 始终 在 R 内 互相 变形 . 
我 们 给 出 上 述 概念 的 确切 的 定义 如 下 . 连接 两 点 P' = (zz 2) 
和 P” = (z ”9 2) 的 一 条 路 径 C 在 民 内 的 意思 是 ， 有 三 个 连续 
函数 p( 如 , 色 (2),x(t) 定义 在 区 间 0 < t < 1 上 ， 使 得 对 于 该 区 间 内 
一 切 所 点 P( 旭 = (人 的 (有,x( 旭 ) 都 位 于 吾 内 ， 并 且 二 = 9 时 与 
已 重合 ，t= 工时 与 P” 重合 纪 . 集合 尺 叫 做 连通 的 习 如 果 忆 内 
1) 更 确切 地 说 是 “ 鬼 路 径 单 连通 "， 
2) 不 需要 不 同 的 上 对 应 到 不 同 的 P(t)， 注 意 一 条 路 径 的 找 述 不 只 包括 空间 中 点 
P(t) 的 集合 (路径 的 “ 支 集 "), 也 还 包括 相应 的 参量 上 的 选取 。 空间 中 每 一 个 简单 珀 确 
定 许多 不 同 的 路 径 ， 它 们 对 庶 于 这 个 狐 约 不 同 的 参 蚌 老 示 式 ， 我 们 总 可 以 经 过 线性 变换 


让 参量 信和 在 区 间 0 < t 区 1 上 变化 . 
引 更 确切 地 说 是 “ 按 些 径 述 通 ”. 
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任意 两 点 P 和 P”" 都 可 以 用 R 内 的 一 条 路 径 连 接 起 来 ， 事实 上 容 
易 看 出 ， 只 要 集合 R 是 开 的 ， 它 们 也 就 可 以 用 R 内 光滑 的 简单 弧 
连接 起 来 ”. 

连通 集 的 最 简单 的 例子 是 品 集 R. 止 集 忆 的 特征 性 质 是 : 其 
中 任意 两 点 P' 和 P” 可 以 用 只 内 的 一 个 直线 段 连接 这样 我 们 可 
以 给 端点 是 P' = (zz ) 和 P" = (oz 的 线性 路 径 简 单 地 
选取 三 个 线性 沾 数 


yt)= (tr +ts", PH = -y+ity, 
XD) = (1 —t)z 十 tz 


其 中 0 <t < 1, 这 种 帅 集 的 例子 有 球体 、 立 方 体 .连通 但 并 不 凸 的 
集合 的 例子 有 隔 环 体 、 球 过 (也 就 是 两 个 同心 球 之 间 的 空间 ) 和 球 
或 柱 的 外 部 。 空 间 内 任何 一 个 不 连通 的 集合 中 都 是 由 一 些 连 遂 子 
集 组 成 的 ， 这 些 子 集 称 为 五 的 分 支 . 不 连通 集 的 例子 有 : 不 属于 
一 个 球 亮 的 点 所 成 的 集合 ， 没 有 丈 数 坐标 的 点 所 成 的 集合 . 
令 Co 和 Ci 是 中 内 任意 两 条 路 径 ， 分 别 由 (po 的 加 的 ,Xo 人 的) 

和 【el 扩 (xi( 的 ) 给 出 ， 它 们 有 共同 的 端点 P,P", 对 应 于 t= 
0, t = 1. 如 果 我 们 可 以 用 以 P', P" 为 共同 端点 的 连续 的 一 族 路 径 
CA “把 Co 变形 为 C” 或 “联接 Co 各 C1”, 那么 这 个 连通 集 忆 就 是 
单 连通 的 . 这 个 意思 是 , 存在 着 两 个 变量 蕊 A 在 0<t<10<A<I 
上 前 连续 隔 数 (y(t, 入 ), 纱 (8, 入 X(t, 入), 使 得 点 己 = (加 2 划 起 在 号 
内 ， 并 且 入 = 0 时 了 与 (yo,Yo,Xxo) 直 合 ， 和 入 ==1 时 与 (yp1: 听 ;XxX1) 
重合 ，t = 和 时 与 P' 重合 ，+ = 1 时 与 P" 重合 引 . 对 于 每 一 固定 
的 为 诅 数 w, 细 ,X 给 出 了 总 内 联结 点 P' 和 2P"” 的 一 条 路 径 Cs. 当 
入 从 0 变 到 1 时， 路径 Cs 从 Co 连续 地 变 到 C1, 这 样 就 说 是 有 一 
个 从 名 到 品 的 “连续 变形 "( 见 图 1.24). 

1 到 秦 重 区 和 阳 的 一 个 足够 绍 的 分 割 ， 用 直线 段 联接 相应 的 点 P(t), 就 竹 到 包 内 的 
一 全 联接 P' 到 P” 的 折线 狐 ， 取 还 掉 陆 子 ， 就 得 到 一 个 简单 折线 狐 ， 在 靠近 尖 角 的 一 
小 部 分 ， 用 适当 的 抛物 线 戴 网 换 ， 就 得 到 尺 内 的 一 条 联接 P' 到 ”的 光 漠 简单 如 ， 


再 大 看 第 121 页 . 
2) 路 径 Co 和 Ca 叫做 关于 已" P” 词 伦 . 


: lll ， 


1.24 


容易 看 出 ， 凸 集 丸 是 单 连通 的 ， 这 只 要 我 们 把 以 P',P” 为 共 
同 端点 的 两 条 路 径 CoC 用 路 径 Co: 


Plt, A) = (1 — Apolt) + Ap1(t), 
pt, A) = (1 — Mpolt) + A (DD), 
Xt, A) = (1 — Nxo(t) + Mx tt), 


联结 起 来 ， 这 里 的 C 可 以 用 几何 方法 得 到 :把 Ce 和 Ci 上 对 应 
于 同一 个 上 的 点 用 直线 段 连接 起 来 ， 并 取 线 段 上 按 比例 和 /(1 一 入 
的 分 点 作为 CA 的 相应 点 ， 由 于 及 的 本 性 ， 用 这 种 方法 得 到 的 这 些 
点 都 在 RR 内 ， 球 壳 是 另 一 种 不 同类 型 的 按 路 径 单 连通 的 集合 ， 另 
一 方面 ,从 (z,y,z) 空间 撤去 > 轴 所 得 的 集合 中 是 不 单 连通 的 . 在 
这 里 两 条 路 径 (半圆) 


T=cosnt, y=sinn, z=0 (0<t<1) 


和 
T=cosnt, y=—sinnt, z=0 (0<t<1) 
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有 相同 的 端点 ， 但 是 不 能 互相 变形 而 不 经 过 不 属于 忆 的 z 轴 1. 
e. 基本 定理 
现在 我 们 可 以 来 叙述 闲 的 和 恰当 的 微分 型 之 间 的 关系 了 ， 
名 有 分开 了 = Ade+ Bu Cd 的 丰 数 在 -个 闪 人 
内 有 有 连续 的 一 阶 偏 微 商 并 且 满 足 可 积 条 件 
B: -Cy=0, CO:—-As=0, A,-B.=0, (75a) 
则 工 是 宕 多 在 及 向 的 一 个 函数 “的 全 微分 
A=us B=u, Ou. (75b) 
为 了 证 明 这 个 结论 ， 只 要 证 明 上 沿 着 R 内 任何 一 条 以 P' 为 


起 点 、P" 为 终点 的 简单 折线 的 积分 值 都 只 依赖 于 P' 和 P" ( 见 第 
105 页 ). 我 们 把 C6 和 C3? 这 两 段 有 向 弧 分 别 表示 成 参量 形式 


= Polt), y= old), 二 xo(t) (0 <t< 1); 
(76a) 
T=pit), y= z=xXt) (0<tea1), 
(76b) 
t 二 0 时 得 到 已 ,上 = 1 时 得 到 P”. 应 用 RR 的 单 连通 福 ， 我 们 可 以 
在 路 径 (76a, b) 中 “做 入 ” 达 续 的 路 径 族 2) 


T= p(t,A) y= PEA z= X(t, A); (76c) 


当 、 二 01 时 就 成 为 (76a, b), 而 当 t = 0,1 时 就 成 为 P',P". 由 第 
90 页 公式 {56) 我 们 有 


ec ar 


1 这 可 以 从 下面 的 基本 定理 和 这 样 一 个 事实 得 到 ， 这 事实 就 是 存在 着 闭 聘 分 型 
《(71) 就 是 一 个 ), 它 在 这 个 柄 同上 的 积分 不 是 零 . 
2) 这 旗 中 各 了 0 的 隐 竹 不信 要 是 信和 的 
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— (Azt + By + C2) [a-=0]dt, (76d) 


其 中 z,y,z 是 (76c) 所 给 出 的 ,入 的 函数 .. 首先， 我 们 假设 这 些 应 
连续 的 混合 二 阶 偏 导数 . 于 是 由 (76d) 得 到 


1 1 
人 2 人 2- 人 2/ (4ze + By 上 CoxjnaX， (76e) 
现在 用 微 商 的 锁链 法 则 和 可 积 条 件 (75a) 得 到 等 式 


(Azi + Bye + CH) = ATat + Byat + Czat 十 ra 
+ AyyaTi + AszaTi + Brrad + Byyay 
+ Bez 十 CoTAzt + Cyyazt + OrzAzt 
=(Aza + By + Cza). 


交换 积分 顺序 ( 见 第 88 页 ), 我 们 有 


1 1 
/ zc-f r=/ af (Azs + Bys + Cza hdt; 
Cs Cs 0 0 


而 因为 端点 不 依赖 于 和 , 所 以 za, gx,zX 当 上 = 0,1 时 为 零 ， 于 是 得 


到 
人 2 大 2 


我 们 看 到 关于 五 为 单 连 通 章 息 设 在 证 明 中 记 起 的 重要 作用 ， 
它 使 我 们 能 够 把 线 积分 化 为 RR 中 某 个 区 域 上 的 一 个 重 积分 . 

容易 取消 掉 要 求 函 教 wy,x 的 各 个 微 商 存在 的 限制 ， 可 以 只 
上 想 设 匠 和 CY 是 光 清 的 ， 这 就 是 说 ， 函 数 p(t, 入 ,中 (2, 入 ,X(t 入) 
当 和 入 取 值 0 或 1 时 对 t 有 连续 的 微 商 ， 而 入 取 其 他 的 值 时 是 连续 
的 ， 于 是 我 们 可 以 用 对 t 和 和 有 连续 的 一 阶 偏 微 南 并 且 有 混合 二 
阶 偏 微 商 的 函数 5, 光 , 叉 来 一 致 地 逼近 以 上 各 函数 ( 见 第 90 页 ). 为 
了 使 所 得 到 的 更 为 光滑 的 函数 表示 C6 和 C2? 之 间 的 一 个 变形 ， 它 
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们 当 入 = 0,1 时 和 上 + = 0,1 时 都 应 与 oo,X 一 致 这 个 要 求 总 是 可 
以 达到 的 ， 只 要 稍微 修改 , 马 元 加 上 一 些 适当 的 项 , 
z =B(t A) — (1— NP,0) — pold)] -AG 1) — pil) 

-bo — po(0)] ~ tp(1,N) ~ pol)] 

+ (1— (1 ~ ABC0,0) ~ polO)] + (1 — #)AG(O, 1) 

— po(O)] + t(1 — NB(1,0) -wo 上 ABCD 一 eol 
对 y 和 zz 也 有 类 似 的 式 子 ， 这 些 函 数 当 X= 0,1 时 和 上 = 0,1 时 都 
取得 应 有 的 值 ， 还 有 连续 的 一 阶 偏 微 商 和 混合 一 阶 偏 微 商 ， 并 且 可 
以 逼近 原来 的 函数 ”加 X 如 此 接近 以 至 相应 的 点 (2,g,z) 也 在 开 
集 忌 内 . 

最 后 ， 这 工 的 积分 等 式 可 以 沿 着 只 是 逐 段 光滑 的 弧 03,C? 

(例如 折线 ) 来 进行 , 只 要 用 有 相同 的 端点 的 光滑 的 弧 来 避 近 这 些 弧 


就 行 了 .在 光滑 的 弧 上 积分 值 都 相同 ， 从 而 在 C8 和 CI 上 的 积分 
值 作为 极限 也 是 相同 的 . 


附 录 


几何 直观 和 物理 实际 经 常 给 创造 性 的 数学 思维 提供 有 力 的 启 
发 和 指导 .然而 由 于 19 世纪 初 以 来 数学 分 析 的 发 展 ， 停 止 借助 于 
直观 作为 教学 考虑 的 主要 依据 ， 已 经 成 为 十 分 迫切 的 需要 . 人 们 愈 
来 愈 致 力 于 严密 的 证 崩 ， 以 公理 化 加 强 了 的 确切 性 、 和 令 述 清楚 的 
概念 和 推理 步 又 为 基础 . 在 这 个 发 展 过 程 中 集合 ,特别 是 点 集 的 概 
念 起 了 很 重要 的 作用 ,而 现在 它们 已 被 吸收 到 分 析 的 结构 里 来 了 . 
这 个 附录 将 对 这 个 发 展 中 的 某 些 东 西 作 一 个 简单 的 介绍 . 


和 .1 ”多维 空间 的 聚 点 原理 及 其 应 用 


我 们 可 以 用 与 一 元 函数 的 情况 下 完全 局 样 的 方法 把 多 元 函数 
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理论 建立 在 一 个 坚实 的 基础 上 , 只 要 对 两 个 变量 的 情况 来 讨论 就 可 
以 了 ， 因 为 对 自 变量 多 于 两 个 的 函数 而 言 ， 这 些 方法 基本 相同. 


a. 聚 点 原理 


我 们 讨论 的 基础 是 波 尔 扎 诺 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 聚 点 原理 . 一 对 数 
(z;,3) 可 以 用 (x; 入 平面 上 以 = 和 了 为 直角 坐标 的 一 个 点 来 表示 . 
现在 我 们 考虑 这 种 点 Plz,g] 的 一 个 有 界 无 穷 集 ， 就 是 这 样 一 个 集 
合 : 它 包含 无 穷 多 个 不 周 的 点 ， 所 有 这 些 点 都 在 平面 上 的 一 个 有 界 
的 部 分 内 ， 所 以 lz| < C 并 且 ly| < C, 其 中 C 是 一 个 常数 ， 育 点 原 
理 说 的 是 ， 每 一 个 有 办 下 穷 点 集 3 至少 有 一 个 于 点. 这 就是 涪 
存在 一 个 点 Q(t,7) 使 得 @ 的 每 一 个 邻 域 内 ， 即 每 一 个 区 域 
(x -£2+(y—) < 部 


(其 中 5 是 任 一 个 正 数 ) 内 ， 都 有 5 的 无 穷 多 个 点 .由 这 聚 点 原理 
可 以 推 知 : 从 无 穷 有 界 集中 能 够 选 出 一 序列 不 同 的 点 瑟 , 瑟 ,六 ， 
0 QQ. 这 些 只 可 以 用 归纳 法 来 构造 ， 这 就 是 
相继 令 5 为 15,5,…; 在 5 内 任 取 只; 而 如 果 妃 ,，…… 记 已 经 取 
定 ， 就 在 3 内 的 无 多 个 与 @ 的 距离 < -一 于 的 点 中 选 一 个 不 同 
于 怠 也 不 同 于 肪 ,… ,Pn 的 成 作为 Pars 

多 维 聚 点 原理 可 以 用 第 一 着 (第 105 页 ) 里 相应 的 证 明 中 用 过 
的 方法 来 类 似 地 证 明 ， 只 要 用 矩形 区 域 代 替 那 里 用 的 区 介 . 如 果 我 
们 利用 一 维 的 这 个 原理 可 以 得 到 一 个 更 容易 的 证 明 . 首先 注意 到 , 根 
据 假设 , 集合 5 的 每 一 个 点 P(z,) 的 横 坐 标 = 满足 不 等 式 |z| < C， 
其 次 分 两 种 情况 来 考虑 : 或 者 有 一 个 = = zo, 它 是 无 穷 多 个 点 书 的 
横 坐 标 (这 些 点 已 一 个 在 另 一 个 的 正 上 方 ), 或 者 每 一 个 只 属于 有 
限 个 点 P. 对 于 第 一 种 情况 ， 我 们 固定 zo 而 考虑 y 的 无 穷 多 个 值 
使 (z0,3) 属于 我 们 的 集合 3. 根据 一 维 的 聚 点 原理 ，Y 的 这 些 值 有 
一 个 聚 点 ， 因 此 我 们 可 以 找到 y 的 一 序列 值 加,y2,… 使 yn 一 mm 
由 此 得 到 集合 5 的 一 序列 点 (zo,yn), 收 伍 到 极限 点 (zo, mo), 它 也 
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就 是 集合 S 的 一 个 紊 点. 对 于 第 二 种 情况 ,集合 3 的 点 的 横 坐 标 = 
一 定 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 我 们 可 以 取 一 序列 横 坐 标 z1, 22,… 趋 
于 一 个 极限 £. 对 每 一 个 zn, 到 集合 5 的 一 个 点 Ps = (zn,yr)- 这 
样 ys 就 构成 一 个 无 穷 有 界 集 ， 因 而 可 以 取 一 个 子 序列 yw, Yna，*… 
趋 于 一 个 极限 mn. 相应 的 横 学 标 子 序列 rw sna，… 仍 趋 于 极限 6 
于 是 点 列 Pn,, Ps，… 趋 于 极限 点 二 ,由 这样， 就 对 于 任何 一 种 情 
况 , 我 们 都 可 以 找到 集合 5 的 一 序列 点 趋 于 一 个 极限 点 ， 从 而 这 个 
定理 就 证 明了 . 


b. 柯 西 收 训 准 则 ， 紧 性 


波 尔 杜 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 一 个 推论 是 ; 每 一 个 有 界 的 
天 到 P,P， 光 有 个 收 和 的 于 这 列 .如果 这 个 序列 包 
禽 无 穷 多 个 不 同 的 元 素 ， 邦 么 它们 构成 一 个 无 穷 多 个 不 同 点 的 集 
合 , 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 , 我 们 可 以 选 出 一 个 序列 收敛 倍 一 个 点 @. 
如 果 这 个 序列 不 包含 无 穷 多 个 不 同 的 元 素 ,那么 它 至 少 有 一 个 元 素 
重复 了 无 穷 多 次 ; 于 是 存在 一 个 点 @ 它 在 序列 中 出 现 无 穷 多 次 ， 
这 些 等 于 @ 的 元 素 梅 成 的 子 序列 就 收敛 到 %. 

一 个 重要 的 推论 是 柯 西 收敛 准则 : 

平面 上 的 - 一 个 点 序列 pip, : (同样 地 ， n 维 欧 氏 空 间 的 一 
个 点 序列 ) 收 化 到 一 个 极限 当 且 仅 当 对 每 一 个 e>0 存在 一 个 数 
和 二 NO 人 得当 和 光大 于 训 时 成 和, 六 间 的 让 了 
€-. 

证 明 的 步骤 与 第 一 卷 (106 页 ) 中 对 实数 序列 给 出 的 相应 的 证 
明 完全 一 样 . 我 们 立刻 看 出 ， 一 个 序列 要 是 满足 柯 西 条 件 它 就 是 有 
界 的 ; 所 以 根据 前 面 的 定理 ， 它 就 包 售 一 个 收 伍 子 序列 ， 以 一 点 他 
为 极限 ， 于 是 立刻 可 以 推导 出 这 整个 序列 收敛 到 驴 . 

我 们 说 过 ， 平 面 上 的 一 个 点 集 5 叫做 六 的 ， 如 果 8 的 一 切 边 
界 点 属于 3. 闭 集 8 中 的 每 一 个 收 和 证 的 点 列 的 极限 驴 也 是 3 的 点 
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( 见 第 9 页 )， 因 为 每 个 有 界 无 穷 序列 包含 一 个 收 敏 子 序列 ， 所 以 我 
们 得 知 : 下 面 上 的 一 个 有 界 闭 集 5S 中 的 每 一 “个 无 穷 序列 都 包含 


一 个子 序列 收 策 到 5 的 一 个 点 . 般 地 ,我 们 黎 个 集合 3 为 家 
的 六 如 果 3 的 元 素 构 成 的 每 ”个 序列 都 包含 一 个 收 全 的 子 序列 
区 在 内 所以。 于 (入 空间 ) 多 有 办 点 和 
都 是 紧 的 . 读者 可 以 容易 地 验证 间 命 是 “平面 上 每 ”个 紧 的 点 集 都 
是 闭 的 并 且 是 有 界 的 ， 今 后 我 们 将 经 党 在 所 到 闭 的 有 界 集 时 简单 
地 称 之 为 紧 红 fcompact set) | 


c. 海 涅 - 波 瑞 耳 覆盖 定理 


波 尔 札 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 原理 的 一 个 突出 的 推论 是 海 得 - 波 瑞 
耳 定 理 (Heine-Borel theorem): 
这 5 是 -个 时 集 (多 的 并 上 有 界 ) 三 是 一 交 (内 宁 个 汪 
集 ， 它 覆 盖 了 5, 就 是 说 5 的 每 一 个 点 至 少 属于 中 的 一 个 开 集 
那么 我 们 可 以 在 5 中 找到 有 限 个 开 集 ， 它们 己 经 巴 盖 了 9， 


作为 一 个 例子 ”我 们 者 中 到 点 5, 它 是 由 < 轴 上 的 点 P, = 
(中 = 2,…, 和 原点 Pa = (0,0) 组 成 的 .这 是 一 个 闭 集 .对 
各 二 1 2 念 吕 为 以 a, 为 中 心 ， 1/3n2 为 半径 的 开 贺 ; 


再 令 2 表示 开 加 


显然 这 无 穷 多 个 集合 50, 55,52,… 覆盖 了 3、 根据 海 涅 - 波 
瑞 耳 定理 ， 我 们 可 以 在 其 中 选 出 有 限 个 就 足以 覆盖 5, 例如 选取 


S50, 51,…, S100. 在 这 里 我 们 立刻 看 到 3 是 闭 的 假设 的 重要 性 . 设 
1) 有 时 更 精确 地 说 “序列 列 蜂 ". 


”ilS . 


集合 了 是 由 点 五 , 己 ,… 组 成 ， 没 有 忆 , 那么 它 被 S ,92…… 所 柳 
盖 ， 但 这 时 因为 每 一 个 5; 只 包含 了 的 一 个 点 ， 所 以 不 可 能 选 出 有 
限 个 5; 来 覆盖 了 

我 们 用 反 证 法 来 证 明海 涅 - 波 瑞 耳 定理 ， 设 这 定理 不 成 立 . 集 
合 5 既然 有 界 ， 它 就 位 于 一 个 方 决 8 内 我 们 把 8 分 成 四 个 相等 
的 方块 .这 四 个 方块 中 至 少 有 一 个 方块 ， 加 上 它 的 边界 后 ， 所 包含 
的 那 部 分 5 不 能 被 中 的 有 限 个 开 集合 所 覆盖 ， 因 为 如 果 8 的 这 
四 部 分 都 能 被 有 限 个 开 集 合 徐 盖 , 那么 5 本 身 也 就 可 以 被 有 限 个 开 
集合 覆盖 了 . 我 们 把 Q 的 这 一 部 分 叫做 Q1. 我 们 现在 把 Qi 也 分 成 
四 个 相等 的 部 分 经 过 同样 的 推理 可 取出 @i 的 四 个 部 分 之 一 作为 
Q2, 这 Qa 和 它 边界 上 的 5 的 点 不 能 被 本 中 有 限 个 开 集 所 多 盖 , 继 
续 这 样 进行 下 去 ， 我 们 就 得 到 一 无 穷 序列 方块 Qu 82,93,…, 每 一 
个 包含 在 它 的 前 一 个 中 ， 它 们 的 面积 收缩 为 0, 并 且 每 一 个 Qs 的 
闭 包 中 属于 3 的 点 不 可 能 被 2 中 有 限 个 开 集 所 覆盖 。 显 然 ， 对 每 
一 个 nm, 我 们 可 以 在 Qs 内 或 它 的 边界 上 找到 一 个 属于 5 的 点 妨 . 
于 是 肪 , PB,… 是 8 中 的 一 序列 点 . 因为 5 是 有 界 的 ， 这 个 点 列 也 
是 有 界 的 ， 因 而 必定 有 一 个 收 仇 的 子 序列 收 伍 到 某 点 4. 又 因为 5 
是 闭 的 ， 这 4 也 是 3 的 一 个 点 ， 因 而 被 包含 在 忆 中 的 某 一 个 开 集 
9 之 内 .从 而 有 4 的 一 整个 邻 域 在 该 开 集 Q 内 ， 璧 如 说 是 由 与 4 
的 距离 小 于 = 的 点 所 组 成 的 邻 域 ， 我 们 可 以 取 n 充分 大 ， 使 得 已 
到 4 的 距离 小 于 3, 并 且 Qn 的 直径 也 小 于 3. 这 样 ， 这 整个 方块 
Qn 就 包含 在 4 的 * 邻 域内， 从 而 包含 在 Q 内 了 .我 们 看 到 了 中 
的 这 一 个 集合 9 就 包含 了 整个 方块 8 和 它 的 边界 ， 而 这 却 与 关 
于 方块 Qu 的 假设 矛盾 ， 证 完 ， 


d. 海 涅 - 波 瑞 耳 定理 在 开 集 所 包含 的 闭 集 上 的 应 用 


令 忆 是 平面 上 的 一 个 开 集 ,根据 定义 ， RR 的 每 一 个 点 也有 
一 个 邻 域 完全 在 R 内 .对 于 靠近 及 的 边界 的 点 P, 邻 域 非常 小 
值得 注意 的 是 当 P 属于 RR 的 一 个 闭 子 集 S$ 时 , 我 们 可 以 找到 一 个 
1) 这 ~- 段 里 说 到 的 每 一 件 事 都 问 样 地 适用 于 高 维 ， 只 要 我 们 把 “图 ” 改 成 “ 球 ”. 
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一 致 的 大 小 <, 使 的。 邻 城 全 包含 在 R 内 如 果 一 个 闭 的 有 
界 集 5 包含 在 开 集 及 内 , 则 存在 一 个 正 数 。 使 得 5 的 每 一 个 点 
P 的 * 邻 城 都 包含 在 内 换 名 话说 ,不 在 内 的 点 到 5 的 点 
的 距离 至 少 是 e 9 

为 了 证 明 ， 我 们 利用 玉 是 开 的 这 一 假设 ， 对 于 瑟 的 每 一 个 点 
P 存在 一 个 以 卫 为 心 的 上 ,包含 在 玉 内 ， 这 个 图 的 半径 叫 7, 它 依 
者 于 已 即 一 r(P). 现在 我 们 对 $ 内 的 任 一 点 卫 取 以 P 为 心 半 
径 是 :7(P) 的 图， 根据 海 湿 - 波 瑞 耳 定理 可 以 找到 有 限 个 这 种 图 
覆盖 住 这 个 紧 集 5. 因此 我 们 找到 8 内 的 有 限 个 点 忆 , 局 ,…, 忆 ， 
使 5 的 每 一 个 点 包含 在 某 一 个 以 P 为 中 心 、 以 5r( Pb 为 半 
径 的 国内 做 = 1 … ,可 , 令 = 是 正 数 3r(P) ,2r(P) 中 的 最 小 
者 那么， 对 5 的 每 一 个 点 P, 由 于 已 在 某 一 个 以 站 为 中 心 、 以 
zir(Pu) 为 半径 的 国内 ， 所 以 P 的 。 邻 域 在 R 内 ， 这 是 因为 以 及 
为 中 心 、 以 (Ph) 为 半径 的 同心 加 D 是 在 五 内 ， 而 由 于 


PE < ir(Ps) 和 e < 3r(Ph 


DD 就 包含 了 以 P 为 中 心 、 以 e 为 半径 的 圆 . 这 就 证 明了 以 为 
中 心 、 以 为 半径 的 图 在 不 内 . 
it 考虑 开 集 中 内 的 曲线 5. 这 样 一 条 曲线 是 由 这 样 的 
= (2, 所 成 的 集合 ， 这 些 点 可 以 表 成 这 样 的 形式 


= p(t), y= Pt), 


其 中 gy, 光 是 两 个 连续 防 数 ， 参 量 t 在 闭 区 间 0 <+1<1 上 3. 这 
样 一 条 曲线 5 是 一 个 闭 的 点 集 ， 事实 上 , 设 用 , 杞 ,… 是 5 的 一 


1D)s 有 界 基 必要 的 ， 例如 ， R 是 开 的 半 平 面 y > 0. S 起 半 丸 包含 (=,y) 平面 上 
的 这 种 点 ， 2Y > 二 ,zz > 0; 那么 RR 的 边界 就 可 以 任意 接近 S 的 点 . 


2) 这 曲线 不 要 求 是 简单 的 ; 也 就 是 ， 不 同 的 上 可 以 对 应 相 网 的 点 这 一 对 乌 数 
定义 了 一 条 “路 径 ”, S 是 路 径 的 支 集 . 
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个 点 序列 ， 收 敛 到 一 点 P. 我 们 考虑 相应 的 参量 值 忆 , 姑 …… 它们 
都 在 全 区 间 a < t < 上 ， 因 为 闭 的 有 界 区 间 是 紧 的 ， 所 以 有 如 
的 一 个 子 序列 收敛 到 区 间 的 一 个 值 t. 但 因为 p 和 乡 是 连续 的 ， 
所 以 相应 的 Ps 收 敏 到 3 上 的 点 @ = (z(), (外 ). 这 样 就 有 了 序列 
忆 , 忆 ,… 的 一 个 子 序列 收 伍 刘 5 的 一 点 Q. 然而 整个 序列 是 收敛 
到 点 卫 的 ， 所 以 P= ,因而 P 卫 在 S$ 上. 这 说 明 5S 包含 7 所 有 5 
的 点 序列 的 极限 ， 因 而 $ 是 团 的 . 

如 果 曲 线 在 开 集 尺 内 ， 我 们 就 可 以 找到 一 个 正 数 。 使 得 所 有 
以 5 的 点 为 中 心 、 以 。 为 半径 的 圆 都 在 R 内 . 因为 p 和 乡 是 连 
续 的 ， 因 而 是 一 致 连续 的 ， 我 们 可 以 找到 一 个 正 数 5, 使 得 当 两 个 
参量 之 差 小 于 时， 它们 对 应 的 5 上 的 点 的 距离 小 于 s. 我 们 用 点 
总- 分 割 参 变量 区 加 


a=to<ti <to < -<trni<tn=b, 


其 中 每 个 子 区 闻 的 长 小 于 6. 令 局, 互 ,…. ,请 是 S$S 上 的 相应 的 点 . 
那么 号 +1 总 是 在 P 的 = 圆 域内 ， 从 而 联接 P 和 Rt 的 直线 段 也 
完全 在 以 癌 为 中 心 、 以 = 为 半径 的 圆 内 ， 也 就 包含 在 RR 内， 如果 
我 们 用 直线 段 依次 联接 吃 , 就 得 到 一 条 折线 完全 在 吕 内 ， 并 与 连 
续 赐 线 3 有 相同 的 端点 瑟 和 已.. 我 们 可 以 把 这 结果 叙述 如 下 : 

各 办 开 人 有 的 了 个 点 可 以 有 及 上 的 一条 联想 来 和 
定位 也 可 以 用 R 启 的 一条 折线 联接 起 来 


A.2 连续 函数 的 基本 性 质 


对 于 在 一 个 闭 的 有 界 集 $ 上 有 定义 并 且 连 续 的 函数 f, 我 们 可 
以 叙述 下 面 两 个 基本 定理 

要 /在 5 上 刘 到 最 太 全 和 小 人 

要 /在 5 上 -到 过 
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这 两 个 定理 的 证 明和 一 元 函数 中 相应 的 证 明 一 样 ( 见 第 一 着 第 
110 一 112 页 ), 不 需要 重复 了 ， 

第 二 个 定理 也 可 以 作为 海湾- 波 瑞 耳 定理 的 一 个 直接 推论 而 得 
到 指定 一 个 > 0. 车 /在 5 的 每 一 点 连续 ， 则 对 5 的 每 一 个 
点 尸 存在 一 个 以 也 为 圆心 以 某 个 5 一 红 忆 ) 为 半径 的 5 邻 域 ， 使 
得 8 内 的 任意 点 9 只 要 它 在 这 个 邻 域内 就 有 1f(Q) - F(P]| < =/2. 
现在 对 8 内 的 每 一 点 了 取 一 个 半径 为 25(P) 的 邻 域 9p. 显然 这 
种 9。 覆盖 了 $. 我 们 可 以 从 中 选取 有 限 个 (中 心 为 号 ，…, Ps) 也 
栈 益 了 5. 令 A 是 数 35(P),…, 了 (Pa) 中 的 最 小 者 .如果 已 和 
Q@ 是 5 的 任意 两 个 点 ， 其 间距 离 小 于 A, 则 因 点 尸 到 某 个 点 尺 的 
距离 小 于 1/26(P) 作 = 2 而 和 < 55(P), 我 们 就 看 到 ，P 
和 Q 都 在 点 P 的 5(Pi) 邻 域内 .所 以 


HP) AP) < je MQ)- FP < 3 
从 而 
J(P) -FO < 
因为 A 不 依赖 于 P 和 9 的 特定 的 位 置 ， 这 就 证 明了 f 的 一 至 过 
续 性 . 
A.3 点 集 论 的 基本 概念 


a 集合 与 子 集合 


在 关于 点 的 集合 的 更 为 复杂 的 讨论 中 (特别 在 积分 理论 中 ), 使 
用 一 些 标 准 的 集合 运算 记号 是 方便 的 , 我 们 有 兴趣 的 集合 经 常 是 数 
的 、 点 的 、 函数 的 集合 ， 或 者 是 这 些 类 型 的 集 售 的 集合 . 例如 平面 上 
的 一 个 “图 ”是 这 样 的 点 〈z, 2 所 成 的 集合 ， 人 能 们 对 固定 的 zo,zo,r 
满足 
(2 — Zo) + (y — ye) < 2. 


一 个 集合 的 集合 (集合 族 ) 的 例子 是 ， 所 有 包含 原点 的 圆 ， 也 就 是 
上 面 所 说 的 那样 的 适合 条 件 芭 十 妮 <72 的 一 - 切 贺 . 

我 们 不 再 把 集合 的 基本 概念 化 为 更 加 基本 的 概念 ， 也 不 去 分 
析 涉 及 这 个 概念 的 逻辑 困难 ， 对 我 们 来 说 ， 一 个 集合 5 被 认为 是 确 
定 的 ， 只 要 对 于 每 一 个 对 象 a 都 确 有 下 面 两 个 情形 之 一 成 立 ， (1) 
0 属于 3; (2) 不 属于 S$. 对 情形 (1), 我 们 也 说 = 是 3 的 一 个 元 
素 , 或 说 a 包含 在 5 内 ; 用 符号 表示 成 we S; 

对 情形 (2), 记 作 a 4 5. 

例如 , 如 果 5 是 由 不 等 式 22+ 访 < 到 给 定 的 圆 , 那么 ue 5 的 
意思 是 ， a 是 平面 上 的 一 个 点 , 它 的 爷 标 z,y 具有 性 质 人 2+ 六 < 72. 
一 般 地 说 ， 一 个 集合 9 的 元 素 可 以 被 某 些 共同 的 性 质 所 刻 区 【 倒 
如 ， 用 属于 $ 这 个 性 质 ). 我 们 把 具有 性 质 4, B,… 的 元 素 a 所 组 
成 的 集合 5 记 作 


3= {0 :a 有 性 质 4,B…}. 
例如 ， 以 (zo, 加 ) 为 中 心 、 以 > 为 半径 的 圆 3 可 以 记 作 
5 = {(z,W) :zy = 实数 ;(z 一 z0)? + (yw) < 2}. 
集合 
= 位 :mn 二 整数 ;2 < n<5} 


是 由 n=3, 和 7 = 4 两 个 元 素 组 成 的 . 
为 了 许多 目的 ， 引 进 “ 空 "(或 “ 零 ") 集 及 其 特殊 记号 是 方便 
的 ， 空 集合 没有 元 素 : 对 一 切 aa &O. 例如 ， 一 个 中 心 在 原点 半 
径 是 0 的 开 圆 就 是 分: 
{(z,2) :zy = 实数 ;zz 十 产 < 寺 = 必 . 
1) 符号 E 切 匆 与 希腊 字母 = 混淆 ， 
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两 个 集合 3 和 工 是 相等 的 ， 只 要 它们 有 共同 的 元 素 ， 面 不 管 
用 在 它们 定义 里 的 描写 或 性 质 有 所 不 同 ， 也 就 是 。 5 = 了 的 意思 
是 xz€ 5 当 且 仅 当 zz ET. 

我 们 说 集合 5 是 集合 了 的 一 个 子 集 (“5 包含 在 全 内”), 如 果 
全 包 会 一 切 包含 在 5 里 的 元 素 ， 这 就 是 说 ，a & 5 将 涵 a ET, 我 
们 用 符号 记 作 5 CT, 或 较 少 地 记 作 工 2 5. 例如 ， 如 果 5 是 以 原 
点 为 中 心 、 以 1 为 半径 的 团 ， 工 是 以 (1,1) 为 心 、 以 4 为 半径 的 
圆 ， 就 有 3 c 工 类 似 地 ， 对 一 切 集 全 5 都 有 有 8cS 和 5Sc5. 

当然 ， 符 号 C 和 3 可 以 选用 ,它们 就 像 算 术 里 的 符号 < 和 > 
(或 者 更 精确 地 说 是 像 < 和 >). 它们 在 下 面 的 基本 性 质 上 和 和 后面 这 
两 个 符号 一 样 


5 CT 和 有 T Cc 5 总 涵 5 = 了 
5 CT 和 T < 8R 草 涵 9 C RY1. 


在 集合 的 “包含 于 ”符号 和 数 的 顺序 符号 之 间 基 本 的 不 同 是 ， 对 于 
实数 我 们 总 有 = < y 或 y < m, 而 对 于 集合 则 可 能 有 这 样 的 情况 ， 
命题 5 CT 或 了 3 都 不 成 立 ， 符号 < 只 是 在 集合 之 间 定 义 了 
“ 偏 " 序 ; 可 能 两 个 集合 中 的 任 一 个 都 不 包含 另 一 个 . 


b. 集合 的 并 与 交 


近 几 十 年 来 大 量 的 逻辑 符号 在 数学 里 被 广泛 地 采用 , 所 以 现在 
习惯 于 把 很 多 数学 定理 完全 用 符号 来 表示 , 而 不 用 平常 的 文字 或 语 
全 站 . 从 最 古 的 时 息 起 ， 使 用 适当 的 符号 性 记号 就 是 很 重要 的 ， 事 


1) 这 是 小 辑 里 的 普通 三 段 论 被 ， 如 果 一 切 有 性 质 和 4 的 对 名 都 有 性 质 验 , 又 一 切 有 
性 质 B 的 对 象 都 有 性 质 C,， 那么 一 切 有 性 质 A 的 对 象 都 有 性 质 C 
2) 经 第 用 的 符 字 名 人 了 他 
{21 znj}: 这 元 素 明确 地 
号 x Pr 的 全 全 其 中 EE bE ( 集 台 5， 了 的 “ 笛 卡 儿 乘 积 "”》 


实 上 ， 有 这 种 例子 ， 正 是 由 于 缺乏 适当 的 符号 使 得 某 些 领域 的 进展 
放 慢 达 几 个 世纪 ， 可 以 说 代数 在 古代 就 是 这 样 ， 但 另 一 方 商 ， 过 分 
集中 使 用 符号 的 结果 可 能 给 一 个 试图 把 这 种 “脱水 ”形式 的 知识 与 
他 的 日 常 经 验 联 系 起 来 的 读者 带 来 很 大 的 困难 . 不 是 逻辑 或 数学 基 
础 专著 的 一 些 书籍 的 作者 们 ， 在 使 用 逻辑 缩写 上 ， 是 按照 他 们 自己 
的 爱好 和 所 考 虚 的 特定 问题 的 需要 而 来 取 折 囊 的 方案 的 . 

还 有 两 个 集合 论 的 符号 , 就 是 集合 运算 “并 ”和 “ 交 ” 的 符号 ， 
我 们 将 在 本 书 的 后 面 看 到 它们 几乎 是 必 不 可 马 少 的 . 给 定 两 个 集合 
5S 和 了 , 我们 用 SUT 表示 这 两 个 集合 的 “并 ”, 就 是 “或 " 在 3 内 、 
“或 " 在 工 内 的 元 素 组 成 的 集合 : 


SUuT={a:ac3 或 ccTl0. 


类 似 地 ，S3S 和 了 的 “ 交 "Snz 定义 为 属于 3 和 了 工 两 者 的 元 素 的 集 


合 : 


SNT={a:aes HaceT)}. 
例如 ，5S 和 工 是 实数 轴 上 的 区 间 
S={rz:3<z<5), T={::4<2<6), 
则 
SUT={r:3<2<6), 
SNMT={z:4<27 < 5)}. 


运算 U 和 适用 于 任意 两 个 集合 S 和 五 只 要 我 们 引用 空 集 的 符 
号 ， 当 3 和 了 不 相交 时 可 以 记 作 


SNT= 9, 
也 就 是 没有 公共 元 素 . 注意， 对 任意 5 都 有 


SUD=53, SND=@. 


1) 这 里 “ 声 ” 字 像 拉丁 文 vel 一 样 ， 基 不 相 排 斥 的 。 SUT 的 元 素 是 至 少 属于 集 
合 5, 人 了 两 者 之 一 的 ， 也 可 以 属于 两 者 ， 
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运算 U 有 很 多 性 质 和 加 法 一 样 。 特 血 地 ， 当 3 和 了 是 不 相交 
的 集合 一 一 就 是 这 两 个 集合 没有 公共 元 素 一 一 并 且 都 只 有 有 限 
个 元 素 时 ， 5 WT 内 的 元 素 的 个 数 恰好 是 S 和 了 的 元 素 的 个 数 之 
和 ， 可 是 ， 一 般 说 来 ， 并 的 逆 运 算 不 唯一 ， 只 有 当 5 和 了 工 不 相交 
并 且 SCR 时 ， 方 程 
SUT=R 


才 有 了 唯一 的 解 工 . 对 于 不 相交 的 集合 5 和 T, 它们 的 并 常 记 作 S+TI， 
当 5SC ,方程 $+ 了 T= RR 的 解 是 有 一 5 (“5S 关于 RR 的 余 ”). 我 们 
将 要 更 为 普遍 地 对 任意 集合 RR,5 使 用 符号 召 - 号 它 表 示 R 内 的 
不 属于 ?3 的 元 素 所 组 成 的 集合 ， 于 是 S+(R- 5)= RUS. 

n 个 集合 51,… ,Sn 的 并 定义 为 至 少 属于 集合 3 ,Sn 之 一 
的 那些 元 素 所 组 成 的 集合 ， 有 几 种 记 法 


{ta:aeceS 或 as 或 … 或 ae9n} 
= UY S52 UU Sn, 
= 心 Sk 
类 似 于 和 号 ， 类 似 地 ， 集 人 台 51,… ,S55 的 交 定 义 为 所 有 这 些 集 合 的 
公共 元 素 所 组 成 的 集合 ， 记 作 


{a:aeS: 有 ees ...Haes,} 
一 身 N52N nN 5 


ne 
一 nN 访 
K-T 


我 们 可 以 同样 地 作 无 穷 多 个 集合 51,52,… ,5 的 并 和 交 ， 分 别 
记 作 

US = fa:aE Sn 对 某 个 中， 

Sk = {a :a€ So 对 一 切 n}. 
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举例 ， 如 果 5% 是 实数 z < 1 的 集合 
5, 二 {7 :2 实数 , 工 <n}， 
我 们 有 
局 Sw = {7 :5 实数 }， 
5: 二 {fw :Zz 实数 ,x < 二. 
事实 上 ， 并 和 交 可 以 对 集合 5 的 任意 广大 的 族 下 来 做 ， 其 至 正中 


不 同 的 集合 5 不 是 ， 或 不 能 ， 用 下 标 n,n = 1,2,3,… 来 区 别 ， 也 
一 样 进行 .我 们 记 


srS={aiee5 对 某 品 3 €F}, 
srS = {4:a€5 对 一 切 全 SE FF)}. 
例如 (xz, 平面 上 包含 点 (1,0) 但 不 包含 点 (1,0) 的 一 切 便 的 并 


集 是 适合 条 件 y 六 0 或 g=0 且 2 > -LI 的 全 部 点 (zy 所 成 的 集 
合 .而 这 一 族 圆 的 交 则 只 包含 (1 0) 这 一 个 点 . 


ce, 应 用 于 平面 上 的 点 集 


前 面 的 某 些 结果 和 定义 ( 见 第 6 一 8 页 ) 可 以 用 上 面 所 引进 的 表 
示 方 法 重新 改写 得 更 为 简洁 ， 给 定 平面 上 的 一 个 点 集 5, 我 们 得 到 
全 平面 r 的 一 个 分 解 ， 分 为 三 个 不 相交 的 集合 ， 5 的 内 点 集合 3， 
5 的 边界 点 集合 83, 3 的 外 点 集合 5。, 于 是 


TI UOSUS,, 


或 者 更 准确 地 写成 
T= 5 +05+S.. 


因为 这 些 和 集合 是 不 相交 的 : 
SINGOS = O55, = SN5 = 9, 
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这 里 
SicScSs+o0s. 


如 下 定义 的 集合 5 是 5 的 闭 包 : 
S=5105=SU0S. (1) 


对 于 开 集 5 我 们 有 5° = 5; 对 于 闭 集 及 == 8. 
读者 可 以 作为 练习 验证 下 面 的 性 质 : 


535 = 85 (“一 个 集合 的 边界 总 是 闲 的 ")， 

可 = 瑟 (“一 个 集合 的 闭 包 总 是 闭 的 ")， 

(30) = 50, (So)? = 5。 (“集合 50 和 5。 是 开 的 "). 

SIUTIC(SUTY, SUTCSUT,. {2a) 

A(SUTYC HSUAT. (2b) 

开 集 的 并 是 开 的 . 

有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 的 . 

有 限 个 开 集 的 交 是 开 的 . 

闭 集 的 交 是 闭 的 , 

这 最 后 几 个 命题 指出 了 在 “ 开 ” 和“ 闭 ",* 并 ”和 “ 交 ” 的 概念 之 

间 的 一 种 对 称 性 (“对偶 性 ”). 如 果 我 们 引进 集合 5 的 余 集 C(S)， 
也 就 是 平面 * 上 不 属于 8 的 点 所 形成 的 集合 切 


Cl(S)={P:PenP¢3}=r-5, 
那么 上 面 的 对 称 性 就 更 加 明显 ， 我 们 有 


Cl(s0) = 5., 00(5)= 05, 0O(5,)= 50. 
1) 对 三 维 空间 马 的 点 集 5,5 的 余 集 定义 为 号 一 5, 它 是 荆 中 不 属于 3 的 点 所 组 
成 的 集合 


的 集合 
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如 果 5 是 开 的 ， 则 CS) 是 闭 的 ， 反 过 来 也 对 ， 几 个 集合 的 变 的 余 
集 是 它们 的 余 集 的 并 . 

使 用 这 种 表示 法 ， 海 诠 - 波 瑞 耳 定 理 得 到 特别 简单 的 形式 . 
"集合 族 FF 窗 盖 一 个 集合 8” 的 意 电 是 ， 5 包含 在 下 的 集合 的 并 
之 中 . 于 是 这 个 定理 可 简单 地 叙述 成 : 

如 时 是 机 上 的 下 很 叉 名 时 5 是 -个 有 办 多 集 , 帅 有 

SC U 7 
TéF 
那么 可 以 反 有 限 个 集合 .The 全 


Sc 总 了， 
k=L 


A.4 齐 次 函数 


出 现在 分 析 及 其 应 用 里 的 最 简单 的 齐 次 旺 数 是 型 或 多 变量 的 


齐 次 多 项 式 ( 见 第 14 页 ) 我 们 称 形 如 az + by 的 男 数 为 和 3 的 
一 阶 齐 次 浅 数 ， 称 形 如 ar? + bzy 十 cy? 的 函数 为 二 阶 齐 次 函数 ， 而 
一 般 地 称 一 个 2 和 y 的 多 项 式 (或 者 再 岁 几 个 变量 ) 为 h 阶 的 齐 


次 函 教 ， 如 果 在 每 一 项 里 自 变量 的 指教 的 和 都 等 于 h., 就 是 说 , 甸 


果 这 些 项 (去 掉 常 系数 ) 具有 这 样 的 形式 hg Ls yy Lh, 
章 次 多 项 式 具 有 以 下 性 质 ， 方程 


fliz, ty) = f(z, y) 
对 每 一 个 上 的 值 都 成 立 ， 更 为 一 般 地 ， 我 们 说 一 个 函数 f(z,y,…) 
是 队 夺 次 的 ,如 时 旬 请 和 
ftz, ty ) = fp ,0). 
不 是 多 项 式 的 齐 次 沁 数 的 例子 有 
mm 的 = 
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z2 sin 一 + YY + log —— {h = 2). 


另 杀 的 便于 是 分别 以 2 和 wa 为 分 是 的 机 个 和 星之 加 
角 的 余弦 


2 到 十 20 十 20 


VT VT 
以 z,y,z 为 分 量 的 向 量 长 度 
是 一 个 一 阶 正 齐 次 函数 的 例子 ， 所 谓 正 齐 次 函数 是 指定 义 齐 次 函 
数 的 那个 方程 式 对 它 来 说 除非 上 是 正 的 或 0, 否则 方程 不 成 立 , 
春 交 二 数 各 的 商 汪 人 信 人 和 
zfr tyfyt zfe +- = hf(r,y, 2,*.). 
为 了 证 明 这 个 结论 ， 我 们 在 方程 f itr, ty,** | 二 tr f(z, Hi ") 的 两 
端 对 t 求 微 商 ， 这 是 允许 的 ， 因 为 方程 对 二 是 恒 等 的 ， 对 左 端的 函 
数 应 用 被 商 的 锁链 法 则 得 到 
zfrltr, ty, - ) 十 yfy(tz, ty, "" -) 十 …… 一 Pt 1 f(z,y, " 小 


令 t=1 就 得 到 结论 . 
反 过 来 ， 不 难 证 明 函 数 f(z,y,…) 的 齐 次 竹 是 欧 拉关系 的 推 
论 ， 所 以 欧 拉 关系 是 函数 有 齐 次 性 的 必要 充分 条 件 . 一 个 函数 是 


， 阶 卉 次 本 数 这 个 事实 ， 也 可 以 表示 为 用 zh 除 画 数值 后 只 依赖 于 
,=,…. 所 以 只 要 证 明 由 欧 拉关系 可 以 推出 ， 在 引进 新 变量 


(h 二 0). 


之 后 函数 
fe 和 … 三 二 HG 一 gE NC, *) 
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不 再 依 束 于 变量 ( 即 方程 % =0 是 恒等式 ). 为 了 证 明 这 一 点 ，- 
们 用 锁链 法 则 写 出 


h 
gt 


1 h 
= (zfe +yfhy + kr -Rf 


再 根据 欧 拉关系 ， 右 边 为 零 ， 我 们 的 结论 就 证 明了 . 
最 后 这 个 结论 也 可 以 用 更 为 巧妙 . 但 不 直接 的 方法 来 证 明 . 3 
们 来 证 ， 由 欧 拉关系 可 以 推导 出 函数 


gt) = fw, ye) ~ Fiz, ty, ) 
对 一 切 上 取 零 值 、 显 然 有 9(1) =0. 又 
了 国王 j (TY) efoto ty ) — yf lte, ty,*) 
对 变量 tz,ty,-…… 应 用 欧 拉关系 ， 我 们 有 
pz 天 (ta 二， 十 3 人 二 

所 以 9(t) 满足 微分 方程 

gO) = 4. 
如 果 我 们 令 g(t) = 7r( 太 , 就 得 到 

F(t) = Lg(t) + thr'(e), 
所 以 rtt) 满足 微分 方程 
tr’(E) = 0. 


它 有 唯一 解 7 = 常数 = c. 因为 =1 有 7r(#) =0, 所 以 常数 c 是 0 
也 就 是 ， 对 于 一 切 t 的 值 确 有 g(t) = 0. 证 完 . 
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第 二 章 向量、 矩阵 与 线性 变换 


在 第 一 卷 第 四 章 中 ， 我 们 讨论 了 二 维 人 向量， 高 维 的 几何 概念 使 
问 景 的 应 用 甚 素 更 为 重要 .向量 适 合 于 简明 地 表示 众多 复杂 的 方 
程 , 因而 在 一 定 程度 上 清楚 地 显示 出 那些 不 依赖 于 举 标 系 的 特殊 选 
拌 的 特征 . 


2.1 ”向 量 的 运算 


a, 向 量 的 定义 


在 吨 维 空间 中 ,我们 引进 向 其 ， 作 为 可 以 相 吉 并 且 与 数量 相 乘 
的 实体 ， 明 确 地 说 ， 一 个 向 量 4 是 一 组 有 确定 顺序 的 n 个 实数 


CQ23 Gn 


各 = {a1, 82, 机 ; en)- 


(我 们 总 是 用 黑体 字 表 示 向 量 . ) 数量 a1,a2,… ,an 称 为 向 量 各 的 
分 量 ， 两 个 向 量 息 = (a1,42,… ,a0n) 与 B= (61,b2,…,bn) 是 相等 
的 ， 当 县 仅 当 它们 有 相同 的 分 量 . 
任意 两 个 向 量 A = (alca,… ,an) 与 B= (b1,42,…' ;bb) 的 和 
定义 为 
和 + B= {6+bl,a2 + ba, , an + bn); (1a) 


1) 对 我 们 的 目的 来 说 ， 只 种 考虑 实数 分 量 鹏 够 了 ， 昌 然 在 击 的 教科 韦 中 也 使 用 其 他 
数 域 上 的 向 量 . 
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我 们 定义 向 量 A 与 数量 ( 即 实数 ) A 的 乘积 为 
AA = {Xaal,Xaa， ,Man) 1. (1b) 


更 一 般 地 ， 我 们 能 够 从 任意 有 限 个 问 量 A = (a1,92,… ,0n), B = 
人 ba 了 = (di1,dy,… ,dn) 与 相等 个 数 的 数量 和 ,jp,…,v 
作 庆 如 全 
人 和 十 PBB 十 … 十 PDBD=(AMal + ph + + Va, 
Maz 十 jbo 十 十 Yado 
Aan 十 pbn + vdn). 


特别 地 任何 一 个 向 量 A = (a1, a4,… ,an) 都 能 够 表示 成 4 个 “学 
标 向 二 ” 
Ei=(1,0,...,0), Ez = {0,1,0,.…,0),..- 


E, 三 (0,... ,0,1) ta) 


的 一 个 线性 组 合 . 显然 
入 一 al 甩 ! 十 Ga 也 2 十 … 十 Cn 也 (2b) 


我 们 用 符号 O 表示 “ 零 向 量 ”, 它 的 所 有 分 量 都 是 零 ， = (0， 

… 0). 我 们 把 向 量 (一 DA = (gi 一 02,… ,一 an) 记 作 一 入， 

从 这 些 定义 容易 推出 , 向 量 的 和 以 及 富 数 重 的 乘积 满足 全 部 通 
常 的 代数 定律 ， 只 要 它们 有 意义 即 可 2. 由 有 限 个 适当 选 定 的 函数 


1) 向 量 不同 于 其 他 能 用 7 个 有 佑 实 教 描写 的 对 象 {例如 n 维 欧 凡 里 得 空间 中 的 点 
戌 于 十 工 维 球面 上 的 点 ) 就 在 于 这 个 事实 ， 即 向 量 允 许 “ 战 性 运算 " 生计 也 和 2. 用 
点 的 坐标 类 专 地 定 包 点 的 加 法 将 没有 几何 赌 多， 等 少 ， 离 开 所 用 的 特定 的 坐标 系 ， 它 将 
是 无 意义 的 ， 后 面 ， 向 量 将 表示 成 点 对 ( 见 第 135 页 )， 
2 这些 定律 如 下 : 
(1) AT+B=BTA,AT1(B+O = (A+B}T+O 
(2) AAA+B)=AA + AB, (十 问题 =》 和 十 FA (ON 和 = MpA) 
[3) 存在 唯一 的 一 -个 元 素 招 , 使 得 对 于 每 一 个 庙 是 A 都 有 点 十 0= 一 各 
(4) 对 于 给 定 的 鱼 , 存在 叭 一 的 一 个 元 素 司 得 盘 上 【一 各 ) 一 
{5) 对 于 所 有 的 和 者 有 ， 0A = 口 1A = AA. 
地 来 说 一 个 集合 ， 对 其 元 内 定 义 了 加 续 以 及 数 乖 法， 并且 广 守 这 些 规 律 ， 就 目 做 向 
但 
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的 线性 组 人 台 和 而 成 的 函数 ， 提 供 了 便于 用 向 量 表示 的 对 象 的 例子 . 例 
如 ， 变 量 z 的 次 数 < n 的 一 般 多 项 式 


P(z) 一 ao + os+ qt 二 nc 


就 能 够 用 nw 十 1 维 空间 中 的 一 个 单独 的 向 量 A = (00,01,… ,an) 来 
表示 . 于 是 ， 向量 的 加 法 与 数 乘法 就 对 应 于 对 多 项 式 所 施行 的 相同 
的 运算 .类 似 地 ， 一 般 的 nn 阶 三 角 多 项 式 


jz) = Fa + Dorens kz + bs sin kz) 

( 见 第 一 卷 第 643 页 ) 能 够 用 2n 十 1 维 空间 中 的 向 量 (ao,a1,…, an， 
b，… bm) 来 表示 ， 一 般 的 三 个 变量 的 线性 齐 次 函数 

4 一 0121 十 Gorm2 + 0373 
可 用 三 维 空间 中 的 向 量 (a1, az,as) 表示 ; 一 般 的 三 个 变量 的 二 次 型 

v= 0182 十 ga 人 十 63Z8 十 204zoaz3 十 3a5zszi 十 2a6zlzs 

可 用 六 维 空间 中 的 向 量 (oa,aa，……ae) 表示 . 
b. 向 量 的 几何 表示 


正如 平面 情形 一 样 ， 能 够 把 ” 维 空间 中 的 向 量 儿 何 地 看 作 这 
空间 的 某 个 映射 ， 即 平移 或 平行 位 移 . 向 量 A = (alyaa，…:an) 
可 以 用 来 描写 n 维 欧 几 里 得 空间 RB" 的 平移 , 该 平移 将 任意 点 了 = 
(zu zz ;zn) 英 射 到 P' = 《21,239,… 24), 它们 的 坐标 之 间 有 如 
下 关系 


ft 
于 一 Zi 十 al， 2 一 7 十 9 Th=rntan. (3a) 


1) 我 们 约定 ， 两 个 点 PP 和 P' 都 同 在 空间 rr 中 ， 并 且 它们 煤 标 是 关于 同一 坐标 
和 票 而 取 移 - 
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假如 对 于 某 一 个 点 P= (21, T2, “ ,Tn), 我 们 给 出 了 像 点 P'= 
(z1，z2，……:z2) 划 这 个 平移 或 其 对 应 的 向 量 和 A 就 唯一 地 被 确定 
了 ; 由 (3a) 显然 有 


A= (P12 Ba Tn). (3b) 


我 们 将 用 A = 互 坊 表示 这 个 平移 ， 并 且说 向 量 A 是 由 这 有 序 的 点 
偶 己 和 P' 来 表示. 在 这 种 表示 法 中 ,我 们 称 了 为 起 点 , P 为 终 
点 - 在 绘图 中 ， 常 用 从 P 到 已 的 一 个 箭头 来 表示 向 量 A = PP 
同一 个 向 量 A, 可 以 被 很 多 对 点 偶 和 P' 构成 的 有 向 线段 BP 来 
表示 . 起 点 P 完全 是 任意 的 ， 因 为 由 A 定义 的 变换 可 以 作用 在 任 
何 一 个 点 上 ， 而 随 之 确定 了 一 个 像 点 P' 9. 零 向 量 O 对 应 着 " 恒 
等 映射 ", 其 中 每 一 点 都 变 到 它 自身 。 O = PP. 

和 平面 情形 (第 一 卷 第 431 页 ) -- 样 , 两 个 向 量 A = (a1,a2,…， 
an), B = (br, by,…,5s) 的 和 产生 它们 对 应 映射 的 符号 乘积 . 如 果 
态 将 点 了 = (z1,7x2,… ,Xn) 变 到 点 已 = (zi1 25,'… ,24), B 将 点 
PP 变 到 Pr = (zf,28… 2), 则 C = A 十 BB 就 对 应 着 将 P 变 到 
pr 的 平移 变换 ， 因 为 


rT =r +b= (+ad) tb = r+ (a tb;) 
对 于 = 1 2, ,nn 成 立 . 用 向 量 的 记号 就 有 
A+B= PP + PE" = PP". (4) 


如 果 我 们 用 PP” 表示 B, 使 召 和 和 有 同样 的 起 点 P, 我 们 发 现 
A+B= PP 由 顶点 为 已 已 ,PP ,已 ”( 见 图 2.1) 的 平行 四 边 形 的 
对 角 线 表示 ( 兄 图 2.1). 

1) 有 时 用 记号 P' 一 PP 表示 向 量 巨 屿 按照 公式 《3b)， 这 启示 着 把 向 量 作为 点 的 
差 这 个 咎 法 、 
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图 2.1 向 蝇 的 加 法 


交换 向 量 A = PP' = (wh 一 zi,29 一 22,… ,2 一 Zn) 的 起 点 与 
终点 ， 得 到 反 向 向 量 

PP' = (zl — ,rz2 — 2 En 2) = (-UA = -A. 
对 应 于 -A 的 映射 P' 了 是 映射 A 的 逆 (映射 ; ) 先 执行 A 然后 
再 执行 A, 其 结果 是 得 等 映射 ， 它 和 以 下 公式 是 一 致 的 ， 

(A)+ 妈 =(-1+1)A =0A=0. 

相应 于 (4) 式 ,. 对 于 起 点 相同 的 两 个 向 量 A = FP 户 与 B= 
BB", 我 们 可 以 有 常用 的 商量 差 的 公式 
BA=PB'"_ PP PP PP'- PF + PP BE”. (4a) 
这 里 向 量 巨 Br 与 B 疡 的 差 是 由 以 P,P', P” 为 项 点 的 三 角形 的 第 
三 边 来 表示 的 . 


对 于 每 一 个 点 已 = (21,22,… ,Tn) 我 们 能 联系 一 个 以 原点 为 
起 点 ， 以 了 点 为 终点 的 向 量 ， 这 就 是 向 量 


0 一 {zi, 2 
称 为 已 点 的 位 置 向 量 ， 点 的 位 置 向 量 的 分 量 正 好 是 P 点 的 从 
标 . 例如 , 公式 (2a) 中 的 坐标 向 量 机; = (0,… ,0,1,0,…,0) 就 是 正 
z; 轴 上 和 原点 距离 为 1 的 点 的 位 置 向 量 ， 任 何 一 个 向 量 A = 巨 荡 ， 
总 可 以 写成 它 的 终点 与 起 点 的 位 置 向 量 之 差 : 


PP =0F -OF (5) 
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图 2.2 向量 成 作为 位 置 向 熏 的 估 
( 见 图 2.2)- 


c. 向 量 的 长 度 ， 方 向 夹 角 


在 7 维 欧 氏 空 间 R" 中 ， 两 个 点 已 = (X122. Zn) 和 和 了 P= 
(24, 2， 二) 的 距离 由 公式 


(x1 — 21)2 + (2 ~— ma) + Fn)? (6) 


给 出 ， 因 为 在 距离 > 的 表达 式 中 ， 仅 仅 出 现 了 P,P" 的 相应 坐标 之 
差 , 我 们 看 出 : 同一 向 重 A 对 应 的 所 有 的 点 偶 PP' 之 间 的 距离 都 
是 相 疝 的 ， 我 们 称 > 为 向 量 入 的 长 度 ， 并 且 记 作 ” = |A|. 向 量 
各 二 (a, Qa an) 具有 长 度 


| 六 |= 二 十 吕 十 …' 十 2. (6a) 


数 . 

在 欧 几 里 得 空间 中 ， 角 度 能 通过 长 度 来 表示 . 这 可 由 三 第 公式 
(“余弦 定律 ”) 得 到 ， 这 公式 给 出 三 角形 的 三 个 边 obc 以 及 ap 之 
间 的 夹 和 角 7 之 间 的 关系 ， 


(6b) 


1 在 二 维 不 三维 的 情形 ， 这 公式 可 以 应 用 匆 山 怠 定理 从 艺名 上 导出 ， 在 高 推 的 悄 
形 ，" 的 胡 达 式 可 以 当 作 mn 维 欧 氏 空 间 中 ， 相 对 于 同一 笛 卡 儿 坐 标 系 的 油 个 点 阿 的 距 


离 前 定义 ， 
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Ca) ‘b) 


图 2.3 ”通过 一 个 给 定 的 点 具有 一 个 给 定 的 方向 的 一 条 直线 的 向 人 重 表 示 
我 们 应 用 这 个 公式 于 一 个 以 PP',P" 为 顶点 的 三 角形 (图 2.3a). 这 
三 角形 的 a 边 和 b 边 是 向 量 A = 五 让 B = PP? 的 长 度 ， 另 一 边 
c 是 向 量 
C=-PPi-=PP_PP-B-A 


的 长 度 . 
对 于 
站 一 (ae3… dan), B= (bb bn) 
我 们 有 
C= (ce,cn) = (Bb — 1,ba — T2707 ,bn — an). 


由 (6b) 
00 = MP + BP ICP 
AB 


其 中 
IAP = as, [BP = DB, CF = 2 (~ os). 
t=1 t=1 z=1 
因此 ， 对 于 A 关 0, B 取 0, 有 
gb 十 azbs 十 … 十 GD 


不 避 有 一 一 一 一 了 
Y VE 二 十 号 -VE 十 … 十 陀 (7) 
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我 们 看 到 三 角形 PP'P” 的 内 角 7 仅仅 依赖 于 向 量 A = 已 让 
和 B = PP?， 因 此 ,我 们 称 由 公式 (7) 给 出 的 量 cos” 为 向 量 
A 一 (eson) 与 =~ (nto ,bo) 之 间 夹 多 的 人 下 

对 于 cosy 的 公式 {7), 在 任何 两 个 非 零 向 量 A,B 之 间 ， 实 际 
上 总 是 定义 一 个 实 角 7. 因为 它 水 远 给 出 一 个 值 适合 |cosY| < 1. 
它 是 枸 两 - 施 瓦 区 不 等 式 

(@ibi + 02bs + + + anbn)? 
(二胡 十 … 十 2) : (如 十 她 十 … 十 如 ) (8) 

的 一 个 直接 推论 . 

为 从 公式 (7) 计算 向 量 A 和 任意 一 个 向 量 BB 之 间 的 夹 角 ， 我 
们 只 须知 道 这 些 量 


一 一 一 (1 = 1,2,.… ,7), (9) 


它们 被 称 为 向 量 A 的 方向 余弦 . 具有 相同 方向 余弦 的 所 有 非 零 向 
量 都 与 其 他 向 量 作成 相同 的 角度 ， 因 此 就 说 它们 具有 相同 的 方向 
. 从 公式 (7) 看 出 ， 全 的 方向 余弦 可 以 解释 成 某 个 角度 的 余弦， 


ti = cos of， (10) 


其 中 rs 是 各 与 第 个 “ 尝 标 向 量 " 卫 ， 十 (0 ,0,1,0,...,0) 之 间 
的 夹 角 . 向 量 A 的 mn 个 方向 余 蕊 满足 以 下 恒等式 :?) 


cogs2 ai 十 cos2 ao + + os on = 1. (11) 


1) 只 当 我 们 限制 47 在 区 间 0 六? 牵 7 中 ， 角 7Y 才 是 叭 一 确定 和 的、 用 Jnw 土 Y 代 
特 7 (n 是 一 个 整数 ). 我 们 将 得 到 所 有 余弦 值 相 同 的 角度 ， 思 而 它们 中 的 任何 一 个 都 可 
视 为 向 量 各 与 马 之 间 的 夹 角 . 二 

2) 在 二 维 空间 中 , 关系 式 cos? al 二 cos2 as = 1 允许 牧 们 选择 aa 的 值 为 Bl 
在 三 维和 高 维 的 销 共 ， 方 向 余 荡 之 同 的 甘 系 式 (11) 并 不 对 应 千 角 度 oi 之 他 的 任何 障 
单 的 线性 关系 . 
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唯一 了 了 没有 方向 余 芒 ( 即 没有 方向 ) 的 向 量 是 零 向 量 ， 


两 个 非 过 向 A 与 B 具有 相 同 的 方向 当 且 仅 当 它 们 有 相同 


的 方向 余弦 ， 也 就 是 


入 人 = 而 
成 立 . 显然 ， 这 就 是 当日 仅 当 息 与 是 满足 关系 二 AB, XX 为 一 正 
教 的 情形 . 这 里 和 = 性 人 /| 是 向 量 的 长 度 之 比 ， 一 个 长 度 为 1 的 
向 昼 由 做 单位 向 量 . 向 量 


B 


(€1,&2, "0 :En) 一 A 


的 分 量 为 向 基 A 的 方向 余弦 ， 它 是 A 的 方向 上 的 单位 向 量 . 


和 入 相反 的 向 量 -各 = (-al 一 oa …- , aw) 具有 方向 余弦 
一 &. 我 们 说 它 的 方向 与 A 的 方向 相反 、 当 两 个 非 零 向 量 A 与 B 
是 同方 息 或 反方 向 时 ， 我 们 说 它 信 是 平行 的 ， 于 是 平行 的 一 个 必 
要 条 件 是 态 = AB, 其 中 和 是 任意 一 个 不 等 于 零 的 数 . 平行 于 一 个 
给 定 的 方向 的 任何 一 个 非 堂 向 量 和 的 分 量 al,aa,… ,an, 叫 乒 该 方 
向 的 方向 数 . 

如 虚 我 们 把 单位 向 量 全 ,如 如 ) 的 起 点 定 在 坐标 原点 O 〇 ， 
那么 终点 已 = [66 6) 就 在 “单位 球面 <( 即 以 原点 为 中 心 ， 
以 1 为 半径 的 球面 ) 娃 十 各 十 …+ 关 =1 上. 因为 在 任何 一 个 给 
定 的 方向 上 恰好 有 一 个 单位 向 量 ， 可 见 ， 在 ” 维 空间 中 ， 各 方向 能 
由 单位 球面 上 的 相应 点 来 表示 . 球面 上 相应 于 相反 方向 的 点 位 于 直 
径 的 两 端 ， 

一 条 直线 可 以 直观 地 想像 为 -条 “ 常 向 ”曲线 ， 这 提示 一 条 
维 空间 的 直线 可 以 定义 做 具有 如 下 性 质 的 点 的 轨迹 ， 即 凡是 起 点 
和 终点 在 它 上 而 的 向 量 都 是 平行 的 ， 这 个 定义 立刻 引导 出 直线 的 


向 量 表 示 法 . 对 于 直线 二 上 任何 不 同 的 两 点 P 和 9, 向 量 PG 都 
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50 = AAA (#0). 
如 果 我 们 将 PP 点 和 向 蔡 六 保持 圈定 而 让 8@ 跑 移 这 直线 工 上 所 有 
的 点 ， 那 么 对 于 @ 点 的 位 置 向 量 我 们 有 下 式 ( 见 图 2.3b) 
56 -0F + PO -0F AAA. (12) 


这 里 参量 > 跑 遍 所 有 的 实数 ， 数 值 入 = 0 对 应 着 点 = P. 如 果 
w 点 有 坐标 TT Ts P 点 有 坐标 V1 Ya es 癌 量 外 有 分 
量 Hi 2 ns 风 公式 (12) 对 应 着 这 直线 的 参量 表达 式 


Bi 一 咏 十 Ai {i = 1,2,..,n), 


其 中 参量 跑 遍 所 有 的 实数 值 ， 点 P 把 直线 工 分 成 两 条 半 直 线 ， 
或 称 为 “射线 ", 它们 是 由 的 符号 来 区 分 的 ， 对 应 于 和 > 0, 向 量 
PG 与 A 方向 相同 (指向 A 的 方向 ); 对 应 于 和 < 60 向量 OG 与 A 
的 方向 相反 


d. 向 量 的 数量 积 


出 现在 关于 两 个 向 最 入 = {41, ca … ,ttn) 与 B= (bi, ba , bn) 
之 闻 夹 角 47 的 公式 (7) 中 分 子 上 的 量 ， 叫 作 向 量 入 与 B 的 数量 
积 用 态 .B 表示 : 


A.B= ab 十 上 as 所 十 .十 an [13) 
由 儿 何 概念 的 术语 来 表达 ， 它 能 写成 

A.B= |AIIBlcos7. (14) 

南 个 向 量 的 数量 积 是 它们 的 长 度 与 它们 的 方向 之 间 的 夹 角 的 

余弦 的 乘积 . 如 果 A = PPY, B = PF 我 们 能 够 把 p = |A|cos7 
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E> 
PP 
图 2.4 ”向量 A 二 PP 成 与 日 =FP# 的 数量 积 
几何 地 解释 成 线段 PP' 在 直线 PP” 上 的 ( 带 符号 的 ) 投 影 ( 见 图 
2.4). 我 们 称 p 为 向 量 和 在 向 量 B 方向 上 的 分 是 ， 由 公式 (14) 
我 们 有 
二.:B =nBl. (14a) 


这 样 ， 向 量 A 与 B 的 数量 积 等 于 向 量 B 的 长 度 与 向 量 入 在 向 量 
B 方向 上 的 分 量 的 乘积 0 如果 B 是 正 zx; 轴 方 向 上 的 坐标 向 量 
卫 = (0,…,1,…,0), 则 入 在 B 方 向 上 的 分 量 是 a;, 即 A 的 第 i 个 
分 量 ， 

由 定义 {13), 容易 验证 数量 积 满 足 通常 的 代数 定律 : 


A.B=-B.A, (交换 律 ) (15a) 


A(A.B) = (XA).B=A.(XB)， (结合 律 )” (15b) 


A-.(B+C)=A.B+A.C, 
{A+B}-C=A.C+B.:.C. 
数量 积 的 基本 重要 性 来 源 于 下 述 事实 ， 它 通过 向 量 A 与 BB 的 
分 量 的 表达 式 ， 具 有 简单 的 代数 表达 式 (13), 而 与 此 同时 ， 它 又 具 
有 由 公式 (14) 所 表明 的 那 种 纯粹 的 几何 解释 (公式 (14) 不 涉及 向 


1) 显然 ， 它 也 等 于 向 量 A 的 长 度 阳 以 向 量 BB 在 A 方向 上 的 分 量 , 
2) 因为 二 向 量 的 数量 积 不 是 向 基 , 而 是 数 ， 因 此 没有 包 合 数量 积 与 第 三 向 罩 的 结合 
律 ， 


(分 配 律 ) (15c) 
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量 在 任何 特定 爷 标 系 中 的 分 量 ). 数量 积 趟 仅 在 描述 角度 时 有 用 ， 
它 也 是 推导 面积 和 体积 的 分 析 表 达 式 的 基础 . 
从 柯 西 - 施 瑟 艾 不 等 式 (9), 我 们 推出 数量 积 满足 不 等 式 


IA Bl < | 各， (16) 


它 正好 表明 |cos Y| < 1. 我 们 将 要 看 到 {第 197 页 ), (16) 式 中 的 等 
号 仅 仪 当 A 与 B 互相 平行 或 者 它们 之 中 至 少 有 一 个 是 零 向 量 的 时 
候 才 成 立 . 

我 们 注意 公式 (13), 当 B = A 时 ， 按 公式 (6a) 有 


及 ,和 = | 入， [17a) 


这 就 是 说 ， 一 个 向 量 与 它 自己 的 数量 积 是 它 的 长 度 的 平方 . 这 也 


可 以 从 公式 (4) 得 到 ， 因为 向 量 与 它 自 己 的 夹 角 为 夫 色 7=0. 
对 于 非 零 向 量 的 恒 要 关系 式 


A-.B=0 (17b) 


对 应 着 cos =:0 或 Y =. 因此 ， 关 系 式 (17b) 刻 划 了 向 量 A 与 
B 互相 “垂直 " 成 互相 “ 正 交 ” 这 个 特征 ， 另 一 方面 ，A.B > 0 意 
际 着 cos7 > 0; 就 是 说 ， 我 们 能 够 确定 一 个 值 Y 满足 0 < 7 < 5; 
这 两 个 向 量 的 方向 形成 一 个 锐角 类似 邮 ， 及.B <0 意味 着 这 两 
个 向 量 相互 形成 一 个 钝 角 ， 了 <Y<7 


例如 ， 两 个 坐标 向 量 ( 见 第 133 页 ) 
El = {1,0,.…,0) 与 Es = (0,1,0,...,0) 


是 互相 垂直 的 ， 因 为 El .BEB2 =1.0+0.1+D0.0 二 …-+0.0=0. 
一 般 地 ， 侨 休 两 个 不 同 的 学 标 向 量 了 与 都 基 委 直 的 : 
E-B=0 (i#k). (17c) 
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对 于 二 5 我们 显然 有 
EE;= |B = 1; 
即兴 村 内 量 的 长 刘 二 1 
2. 超 平面 方程 的 向 量 形 式 
在 7 维 空间 R* 中 ， 满 足 形 如 
alza 十 az 十 … 十 mnBn 二 C (18) 


的 线性 方程 (其 中 a1,a2,…,an 不 全 为 志 ) 的 点 的 轨迹 叫 作 -个 超 
平面 . 字 头 “ 超 " 是 需要 的 ， 因 为 ” 维 空间 包 合 着 各 种 维 的 “平面” 
或 “线性 流 型 "; 而 超 平面 可 等 同 于 包含 在 7 维 空间 R" 中 的 m 一 1 
维 网 氏 空间 . 它们 是 通常 三 维 空间 中 的 二 维 平面 ,平面 内 的 直属, 
直线 上 的 点 . 

引进 向 量 A = (ayaa,…,en) 与 已 点 的 位 去向 量 又 = {zh， 
za2…-,zn) = O, 我 们 能 将 方程 (18) 写成 向 量 形式 


A.X=e (AzO. (18a) 


设立 = (gp,…, 姑 ) = 0 是 超 平 面 上 一 个 特定 点 8 的 位 置 向 
量 ， 使 得 A. 立 = c 从 (18a) 减 去 这 个 等 式 ， 就 发 现 超 平面 上 的 点 
P 满足 


0=A.X-AY-A.(X-Y)=A.B6. (19) 


因此 向 量 A 垂直 于 超 平 面 上 任意 两 点 的 连 线 . 从 超 平面 上 任何 一 
点 怠 出 发， 沿 着 垂直 于 A 的 所 有 方向 行进 ， 所 得 的 点 就 组 成 这 个 
超 平面 ， 我 们 称 入 的 方向 为 超 平面 的 法 方向 ( 见 图 2.5). 

具有 方程 (18a) 的 超 平 面 , 把 空间 分 成 两 个 开 的 半空 间 , 由 A 
基 <c 和 在 .各 >c 给 出 向 量 和 指向 半空 间 和 AA. 义 >c 的 一 边 . 
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图 2.5 ” 赵 平 面 的 形成 


这 指 的 是 ， 超 平 商 上 以 一 点 @ 出 发 的 在 4 方向 上 的 射线 是 由 这 样 
一 类 点 组 成 ， 它 们 的 位 置 向 量 处 满足 A.X 苹 > c. 事实 上 ， 这 样 的 
射线 上 的 点 的 位 置 向 量 民 由 


X=0F=00+MA=Y+A 


给 出 ( 见 (12)), 其 中 说 是 @ 点 的 位 置 向 量 ， 和 为 一 正 数 ， 所 以 最 
然 有 
AX=A.Y+A-.MAM=ctMAl >c. 


更 一 般 地 , 任何 一 个 同 A 作成 锐角 的 向 量 BB 都 指向 半空 间 A-X > 
c, 因为 由 入-B > 0 可 推出 


A.X=A-.(Y+AB)=A-.Y+AA.B>c. 


如 果 常 数 c 是 正 的 ， 因 为 入.O = 0 < c, 则 半空 间 AA. 基 <c 将 要 
包含 原点 ， 这 时 和 具有 背离 原点 的 方向 . 

描述 一 个 给 定 的 超 平面 的 线性 方程 (18a) 不 是 唯一 的 ， 因 为 我 
们 能 够 将 方程 弱 上 一 个 任意 常数 因子 和 去 0, 那 相当 于 用 平 行 于 向 
量 A 的 向 量 AA 代替 和 A, 用 Xe 代替 c. 如 果 c 关 0, 也 就 是 说 ， 如 
果 超 平面 不 经 过 原点 ， 我 们 就 能 选取 


sgnec 
入 二 . 
IA| 
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用 和、 乘 (18a), 我 们 得 到 超 平 面 的 法 式 方程 

B.X=p (20) 
这 里 p 是 一 个 正常 数 ， B 是 具有 背离 原点 方向 的 单位 法 向 量 ， 方 
程 (20) 中 的 常数 p 就 是 原点 到 超 平面 的 距离 ， 也 就 是 ， 从 原点 到 


超 平面 上 任意 点 的 最 短 距 离 ， 因 为 车 P 点 是 超 平面 上 任意 一 点 ， 
而 买 是 已 点 的 位 置 向 量 ， 则 从 原点 到 点 的 不 离 由 


15 = 区 = |X|- IB 
给 出 ， 而 由 (16) 和 (20) 便 推出 
[OBI> B.X=7. 
等 号 对 于 超 平面 上 特殊 点 P 成 立 ， 其 位 置 向 量 为 
OF = X =7B. 
这 个 点 与 原点 的 连 线 的 方向 便 是 超 平面 的 法 方向 ， 更 一 般 地 ,我 们 


能 够 找到 电 超 平面 到 空间 中 任何 一 个 具有 位 置 向 量 Y 的 点 @ 的 蛛 
离 d. 读者 可 以 自行 验证 


d=|B:.Y— 9p. (20a) 


f. 向 量 的 线性 相关 与 线性 方程 组 


数学 分 析 中 的 很 多 问题 都 能 化 为 ” 维 空间 中 的 若干 向 量 间 的 
线性 关系 的 研究 . 一 个 向 量 立 , 如 果 能 够 表示 成 向 量 Al, As,…,Am 
的 线性 组 合 ， 就 是 说 ， 如 果 存 在 着 m 个 数 1, zz2,…-,zm, 使 得 


Y= T1111 十 To 站 2 十 :十 Tm 六 pm (21) 
成 立 ， 则 称 向 量 YY 关于 向 重 自 1,… ,入 mm 是 相关 的 .这 里 m 是 


任何 一 个 自然 数 ， 零 向 量 永远 是 相关 的 ， 因 为 选择 所 有 的 数量 zx; 


1) 这 里 我 们 称 “ 相 关 的 ”, 在 文献 中 常常 被 称 为 “线性 相关 的 ”. 因为 在 向 量 之 也 ， 
我 们 不 考虑 其 他 类 型 的 相关 、 我 们 去 控 了 “线性 ”这 个 词 . 
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为 零 时 ， 它 能 被 表示 成 (21) 的 形式 . 向量 YY 对 于 -一 个 单个 的 商量 
Ai 关 0 是 相关 的 ， 意 味 着 向 量 Y = 0 或 者 与 At 平行 .将 
点 1,A2,…… ,和 选 成 个 坐标 向 量 

E = (1,0,.… ,0), E2 = (0,1,0,.… ,0),.…., 

E;, = (D,:..,0, 1), (22) 


我 们 就 看 到 关系 式 (21) 对 于 任何 一 个 向 量 六 = (级 ,9,… ,yn) 都 
成 立 ; 只 要 我 们 选取 Tl = HT2 一 扩 mn 二 3 就 有 


YY = 级 五 1 十 ep 十 "…' 十 yn Bn. (23) 


因此 ， 空间 中 每 一 个 向 量 关于 坐标 向 量 都 是 相关 的 . 另 一 方面 ， 


容易 看 出 7 个 坐标 向 量 E 中 没有 一 个 眼 另外 一 些 个 相关 . 更 一 般 
地 ， 如 果 一 -个 向 量 YY 关 0, 但 它 垂直 于 向 量 1, Az Am 中 的 


每 一 一 个 , 册 则 向 量 Y 关于 入 1， aa Am 不 能 是 相关 的 ， 因为 ， 关 
系 式 (21) 与 它 自己 的 数量 乘积 产生 


[YE =Y.Y=Y.(rArt+rA + +emAm) 
= 1Y -Ale A+ TimY .An, = 0, 
所 以 有 六 =O. 
我 们 称 向 量 组 Ai, 妨 3,… ,总 m 是 相关 的 ， 如 果 存 在 不 全 为 堆 
的 数 1 TR2 之 mm 使 得 


21 和 让 | 十 22 此 2 十 … 十 开 m 上 mm 一口 (24) 


成 立 . 如 果 入 1, 入 2，,… ,站 m 不 是 相关 的 一 一 也 即 ，(24) 只 对 zi = 
入 2 是 无 关 的 ， 
例如 ， 坐标 向 量 Eli, Ey, “ ;也 = 是 无 关 的 ， 因为 


Xa 一 


虽 = 了 IE 也 +r2By 十 … 十 了 nm 卫 ”一 【ziyz2 ,Tn) 
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显然 隐 含 着 zl = za = … = ,二 0. 
“一 个 向 量 关于 一 组 向 量 相关 "” 和 “一 组 向 量 相关 ”这 两 个 概念 
是 紧密 联系 着 的 . 几 个 向 量 是 相关 的 ， 当 且 仅 当 它们 中 的 一 个 关 


于 其 余 的 是 相关 的 . 因为 表明 YY 关于 AD A : A 相关 的 关 
系 式 CD) 显然 能 写成 如 下 形式 ， 


2Z1 各 1 十 II2 和 2 十 … 十 区 mm 生 mm 十 (一 起 = 0, 


这 表明 rm 十 1 个 向 量 Al, 和 3 和 mm, YY 是 相关 的 . 反之， 如 果 
入 1, 妨 2，,:…, Am 是 相关 的 ， 我 们 就 有 一 个 形 如 (24) 的 关系 式 ， 其 
中 系数 ma 不 全 为 零 . 车 zx 关 0, 我 们 就 能 够 对 A 解 方程 (24), 而 
将 Ak 表示 成 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

向 量 Y 关于 向 量 入 1, 2,-…, 息 m 的 相关 性 意味 着 ， 一 个 特定 
的 线性 方程 组 有 解 zl, zs，……,zm. 因为 让 = (的 ,加 而 
让 向 量 A 写成 分 量 如 


起 一 【api; 525 Go 


则 用 分 量 写 出 的 向 量 方程 (21), 等 价 于 关于 未 知 量 ri, x2，… ,zm 的 
n 个 线性 方程 组 成 的 方程 组 
QT1 十 G1243 十 … 十 tnpm = 1, 
Q2171 十 Qo 十 … 十 Q2m2zm 一 gj2， (25) 
Qn1T1 + Gn2ato + 十 nmErm = Yn. 
(25) 至 少 有 一 组 解 了 类 伏地 ， 向 量 起 1, 六 2，: ‘A 是 
相关 的 ， 当 且 仅 当 齐 次 方程 组 
A1121 十 Q12382 十 … 十 almmym 一 0， 
Ca1Z1 + G2283 十 … 十 emzm = 0, (25a) 
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Gn1Z1 十 Qn222 十 … 十 QnrmZm = 0 
有 一 组 “ 非 平凡 " 解 1, 52,… ,zm, 即 ， 有 一 组 解 不 同 于 平凡 解 ? 
TZ1 = 2 = = jm = 0. 


在 维 空间 中 ， 我 们 已 经 找到 了 一 组 无 关 的 n 个 向 量 ， 就 是 
坐标 向 量 Ei, BE2,…, En. 向 量 理论 的 基础 是 这 个 事实 ， 即 是 无 
关 向 量 的 最 大 个 数 . 

名 性 相 关 基 本 定理 在" 维 守则 中 ,任意 "+1 个 向 部 
相关 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 我们 先 考虑 它 的 一 些 深刻 的 含义 . 我 们 
能 立刻 由 它 推出 ， 在 =” 维 空间 中 ， 任 何 多 于 ”个 的 一 组 向 量 都 是 
相关 的 .因为 任何 m 个 向 量 中 的 前 n+1 个 向 量 的 相关 式 (24), 能 
够 被 看 作 是 m 个 向 量 的 相关 式 ， 只 要 我 们 假定 剩 下 的 向 量 的 系数 
都 是 零 .于 是 ， 基 本 定理 隐 含 着 在 齐 次 线性 方程 组 (25a} 中 , 如 果 
"> 妈 示 知 娄 个 歼 过 方式 的 个 玫 时 ， 它 永远 有 在 有 多 

我 们 能 够 用 不 同 的 方式 几何 地 表达 最 后 这 个 陈述 ， 如 果 我 们 
把 方程 组 (25a) 的 每 一 个 方程 解释 为 m 维 空间 的 某 两 个 向 量 的 
数量 积 为 零 ， 于 是 一 组 非 平凡 解 zt 52,… ,xm 就 对 应 到 一 个 向 量 
和 = (zz2……2zm)] 关 0 两 个 非 零 向 量 的 数量 积 为 零 意 味 着 这 
两 个 向 量 是 互相 荆 直 的 . 方程 组 (25a) 表明 XX 对 直 于 这 个 向 量 
(all， 他 123 ~ ;BlImji(a21; 222) Cam )， “(nl Crna nm). 于 是 


我 们 有 : 给 定 一 组 非 零 身 量 ， 它们 的 个 数 少 于 空间 的 维 数 ， 则 我 
们 能 够 找到 一 -个 向 量 与 它们 中 所 有 的 向 量 都 季 直 (由 第 147 页 知 
道 该 向 量 与 它们 是 不 相关 的 ) 


1) 形 如 PP(z1,x2,-… ,Tm)】 二 0 的 方程 ， 其 中 书 是 章 次 多 项 不 .第 14 页 )， 
叫 齐 次 方程 ， 它们 永远 有 平凡 解 ZL 一 z2 一 一 2m 二 人 ， 任 何 一 组 解 


zl;z2 em 当 把 所 有 的 zi 飞 上 阅 一 因子 入 时 ， 它 仍旧 县 一 组 解 - 
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回 到 n 维 空间 中 的 向 量 ， 我 们 看 到 基本 定理 的 一 个 进一步 的 
推论 ，n 维 空间 中 给 定 1 个 向 量 Al, A2,. ,An, 只 要 它们 是 无 
关 的 ， 则 该 空间 中 任何 一 个 向 量 Y 都 与 它们 是 相关 的 因为 ai 
个 向 量 A As ， AmY 必定 是 相关 的 ， 我 们 有 形 如 


ZitAl 十 22 和 点 2 十 … 十 znAn 十 znt1Y =0 


的 关系 式 ， 其 中 z1, zw,… ,zn+tl 不 人 多 为 零 . 于 是 有 z+1 关 0, 因为 
否则 入 1, A2,…. ,An 就 会 是 相关 的 ， 这 与 假设 矛盾 ， 由 此 推出 


Y=7r1Al1+ roA2+ 十 Zn 和 (26) 


式 中 


t= 1,2,.'+,7n). 
Zntl ( ， ) 


顺便 指出 ， 把 Y 作为 无 关 向 量 入 1, 妨 2,-…, An 的 线性 组 合 的 表达 
式 (26) 中 的 系数 是 唯一 的 ， 因 为 ， 假 如 存在 着 第 二 种 表达 式 


Y =A1+ pA + 二 YnAn, 
通过 相 减 就 会 得 到 
{1 一 i)Al 十 (Eo 一 ye)A2 十 … 十 (zn 一 ynjAn = 0, 


由 此 我 们 从 向 量 和 1,…,&n 的 无 关 性 推出 所 有 的 系数 都 为 零 ， 因 
而 推出 21 = hn = 各 ， 

另 一 方面 ， 如 果 入, 入 2?，……, An 是 相关 的 ， 我 们 必定 能 找到 一 
个 向 量 Y, 它 与 Al, 入 2,… ,六 rn 是 不 相关 的 ， 因 为 在 这 种 情形 下 ， 
向 量 和 A1, 和 A2，,… ,A 中 有 一 个 对 于 其 余 的 是 相关 的 ， 比 如 ， 入 相 
关于 1, 六 2,…, A 1 则 相关 于 向 量 A&1, 六 2，… ,An 的 一 个 向 量 
六 关于 和 1, 和 2 和 wn-1 也 是 相关 的 .但 是 ， 1 维 室 间 中 存在 疝 
量 Y 不 相关 于 给 定 的 n 一 1 个 向 量 ( 见 第 149 页 ). 


,150 . 


因为 向 最 入, 和 2, 盘 ， 的 无 闫 性 等 价 于 对 应 的 齐 次 线性 方 
程 给 (25a) 只 有 零 解 ， 于 是 我 们 可 从 基本 定理 挫 导 出 线性 方程 组 可 
解 性 的 基础 定理 : 

反方 和 

N11F4 + A1229 十 :十 QinYn 二 急 ， 
C2121 十 Q22T2 + :十 Gonizn = Yo, (27) 
QniB1 十 Gn2z2 十 -… 十 GnnTn = Jr 
对 于 任意 给 定 的 m 个 数 oj,s2 ,gm 部 有 一 组 唯一 的 解 1,22,… 
只 需要 齐 次 方程 组 


二 和 量 和 
BILEL + G1222 十 … 十 Ginzn = 0, 
G2121 十 &22282 二 "十 Q2ngh = 0, (27a) 


{nT 十 Cn333 二 + QnnTn = 0, 


仅仅 有 等 凶 1 一 < 一 一 < 一 0 因果 方 和 组 C27 有 组 
各 匠 们 训 能 到 一 组 信 Wao,… tn 革 了 它 们 方 和 组) 六 

这 是 一 个 纯粹 揭 存 在 性 定理 ， 它 并 未 指出 ， 如 果 解 存在 的 话 ， 
怎样 真正 得 到 解 21,x2,… ,zr. 这 可 借助 于 下 商 2.3 节 中 讨论 的 行 
列 式 来 得 到 

我 们 来 证 明基 本 定理 ， 对 维 数 ”用 归纳 法 . 定理 说 的 是 ，m” 维 
空间 中 任何 ”十 工 个 向 量 肯 1 ,和 2…… ,点 Y 是 相关 的 ,对 于 关 = 1， 
向 量变 成 数量 ， 要 证 明 的 断 语 变 成 ， 对 于 任何 两 个 数 ， 和 4, 我 们 
能 找到 不 全 为 伶 的 数 0 ,区 1， 使 得 


roy+ riA=0. 


这 蚌 容 易 办 到 的 .如 果 y = 4 =0, 我 们 取 zo = zi = 1; 在 其 他 情 
形 ， 我 们 取 ro = 4, x = ~y. 
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假定 我 们 已 经 证 明了 n 一 1 维 空间 中 任何 7 个 向 量 是 相关 的 . 令 
入 1 让 2，,…, 太 n,Y 是 1 维 空间 的 向 量 . 我 们 要 证 明 Ail,A2,… ,入 ，， 
2 是 相关 的 . 如 果 和 1, AA2,… ,An 自身 己 经 是 相关 的 ， 则 结论 肯定 
成 立 ， 因 此 ， 我 们 限于 考虑 让 1, 急 2,… ,An 是 不 相关 的 情形 ， 我们 
将 要 证 明 立 关于 Al, 和 ,和 是 相关 的 ， 这 只 需 证 明 (22) 中 
每 一 个 坐标 向 量 ,了 2，… ,Es 关于 入 1, A2,… ,AAn 是 相关 的 . 因 
为 ， 由 (23) 式 ， 任 何 向 量 立 是 E; 的 一 个 线性 组 合 ， 因 而 ， 如 果 
; 能 用 Ax 线性 表示 ， 则 YY 也 可 以 用 Ax 线性 表示 ， 我 们 将 只 证 
明 吾 。 关 于 入 1, 入 2,… ,An 是 相关 的 ， 因 为 对 于 其 他 的 EE; 的 证 明 
是 类 似 的 ， 我 们 只 要 证 明 线性 方程 组 
| Gil21 + i272 十 … 十 Ginin = 0, 
(= 1,2,...,n— 1) (28) 


QniT1 十 Cn23Z2 十 … 十 Gnrnzn 一 工 


有 一 组 解 zx za，…,zn- 这 里 前 ”一 1 个 方程 是 齐 次 方程 , 作为 n 一 1 
维 空间 中 的 n 个 向 量 是 相关 的 这 个 归纳 法 假设 的 推论 ， 它 有 一 组 
非 零 解 C1 TI) Tn 对 于 这 组 解 ， 令 


Qnr1Z3 十 和 n222 十 十 Ganndn 一 上 C. 


这 里 c 关 0, 因为 否则 A, Az,…,An 就 会 是 相关 的 . 用 c 除 ziyzm， 
.… ,zn 我们 就 得 到 方程 组 (28) 的 解 , 这 就 完成 了 基本 定理 的 证 明 . 


练 习 2.1 


1. 给 出 通过 点 P= (--2,0,4) 并 且 沿 着 向 量 A = (2,1,3) 的 方 
向 的 直线 的 坐标 表达 式 . 

2, (a) 什么 是 通过 点 卫 = (3, -2,2) 和 = (6, 一 5 4 的 直线 方 
程 ? 

(b) 给 出 通过 任意 两 个 不 同 的 点 记 和 昌 的 直线 方程 . 

3. 如 果 和 A 和 BB 是 起 点 为 0, 终点 分 别 为 P,Q@ 的 两 个 向 量 ， 
则 以 © 为 起 点 ， 以 分 PQ 为 比值 入: (1 一 入 ) 的 点 为 终点 的 问 量 被 
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线性 组 合 
(1—- MAT+AB 


给 出 . 
4. 在 练习 第 3 题 中 ， 当 和 取 何 值 时 ， 其 位 置 向 量 所 对 应 的 点 
位 于 从 号 到 的 射线 上 ? 

5， 四 面体 PQARS 顶点 的 质心 可 以 定义 为 分 MS 为 1 :3 的 
点 ， 此 处 MM 是 PQR 顶点 的 质心 .证 明 这 个 定义 与 顶点 的 次 序 无 
关 ， 并 且 与 质心 的 通常 的 定义 是 一 致 的 . 

6. 加 面体 的 两 个 没有 公共 顶点 的 边 吗 作对 边 . 例如 习题 5 中 
的 四 面体 的 边 PQ 和 RS 是 对 边 . 证 明 四 面体 对 边 中 点 的 连 线 通 过 
项 点 的 质心 . 

7. 设 41,42,…, An 是 空间 的 任意 ” 个 质点 ， 分 别 具 有 质量 
mlz2 mn; GQ 是 它们 的 质心 ， 用 入 1, 六 2,……, 角 n 表示 起 点 为 
G 终点 为 A1, 42,-……, An 的 向 量 ， 证明 


01 和 1 十 ma2 息 2 十 … 十 ?nn 下， 一 站 . 


8. 实数 形成 ~ 个 一 维 向 量 空间 ， 其 中 “向 量 ” 的 圳 法 是 通常 的 
加 法 ，“ 向 量 ”与 教 量 的 乘法 是 通常 的 乘法 ， 证 明正 实数 也 形成 一 
个 向 量 空间 ， 其 中 向 量 的 加 法 是 通常 的 乘法 ， 而 数量 的 乘法 则 适当 
地 给 予定 叉 . 

9. 证 明 复数 作成 一 维 向 量 空间 ,其 中 如 法 是 通常 的 加 法 ， 而 数 
量 则 是 实数 . 

10. 设 忆 和 人 怠 是 球面 土 对 立 于 直径 两 端的 点 ， 吾 为 球面 上 其 
他 任意 一 点 . 证明 PR 与 QR 成 直角 . 

11. (a) 求 经 过 P = (-3,2,1) 垂直 于 向 量 A = (1,2, 一 2) 的 平 
面 的 法 式 方程 . 

(b) 从 这 个 平面 到 点 8 = (1, -1 一 DD 的 距离 是 什么 ? 

Cc) 问 品 与 总 在 平面 的 同 侧 还 是 异 侧 ? 

12. (a) 设 超 平面 方程 由 (18) 给 出 ， 确定 从 一 点 P 到 超 平面 的 
垂 足 的 坐标 . 
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(b) 在 习题 11 中 ， 给 出 O 和 人 @ 到 平面 垂 足 的 举 标 ， 
13. 设 A 和 B 是 不 平行 的 向 量 . 证 明 向 量 


c=A- 告 EB 
与 B 垂直 ， 向 量 C 称 为 A 的 垂直 于 B 的 分 量 , 
14. 找到 平面 
Ar+By+Cz+D=0 
与 直线 


一 20 十 at y= + z=wo+yt 
之 间 的 严 角 ， 


2.2 ”和 拖 阵 与 线性 变换 


a. 基 的 变换 ， 线 性 空间 


在 n 维 空间 Rr 中 ， 每 一 个 向 量 Y 能 够 写成 (22) 中 定义 的 从 
标 向 量 豆 ……，, 孔 。 的 线性 组 合 ， 即 


Y=E+ P+ 十 Yn, (29) 


其 中 纪 是 向 量 Y 的 分 量 ， 我 们 能 把 坐标 向 量 与 分 量 的 概念 推广 到 
On 中 任意 nn 个 无 关 的 问 量 起 1; 和 2， 站 mn. 如 果 Y 是 一 个 与 和 Ai 
相关 的 向 量 ， 我 们 有 


Y= Z1 盘 1 十 T2A2 二 "十 TmArn, (30) 
其 中 系数 z; 由 Y 唯一 形 定 .我 们 称 x1,22,… ,wm 为 工 关于 基 
AAl, 让 s， ” ‘Am 的 分 量 . 对 于 这 组 基 ， 基 向 量 Al 有 分 量 TD ,OD; 
基 向 量 A2 有 分 量 0， 1, 0,...,0; 等 等 . 对 于 任意 数量 入, 向 量 


AY = AMz1 各 1 十 Az3 艳 3 十 … 十 和 Tm 起 m 
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也 是 与 A; 相关 的 ， 并 且 有 分 量 MXzi, X72,… ,和 xem. 类 做 地， 如果 
二 21 入 1 十 2 和 3 十 十 了 和 
是 相关 于 Ai 的 第 二 个 向 量 ， 则 二 向 量 的 和 
Y+Y¥ = (ri +r)AL+ (v2 + 2)As 十 … 十 (zm + rn)Am 


关于 我 们 的 基 有 分 量 ri 十 x1, 2 十 2 十 rn， 
对 于 mm <n 并 不 是 nn 维 空间 中 所 有 的 向 量 都 相关 于 和 +， A2,………， 
入 mm， 相关 于 rn: 个 无 关 向 量 的 全 部 向 量 被 称 为 形成 一 个 克 维 向 量 
空间 ， 我 们 能 具体 作成 这 样 一 个 空间 ， 即 选取 任意 一 点 饥 (具有 位 
置 向 量 B = 0 志 ), 而 以 Bo 为 起 点 作 所 有 的 向 量 Al, Az,…， Am 
邻 
一 人 
Ai=BP (= 1,2,..,m), (31a) 


并 且 设立 = 启 P 是 由 {30) 给 定 的 向 量 . 于 是 , 点 已 具有 位 置 向 量 
OP Oh 1 FPP-BtinA 十 Z2 和 3 二 十 nAm. (31b) 


我 们 称 满 足 关系 式 (31b) 的 全 部 点 了 形成 经 过 已 由 A1, 42…4m 
张 成 的 m 维 线性 流 形 Sm- Sm 中 的 每 一 个 点 PP 唯一 地 决定 一 组 
值 ril, zz，…，zm, 称 为 点 三 的 仿 射 价 标 . 在 5 的 这 个 仿 射 泽 标 
系 中 ， “原点 ", 即 有 zi = za = … = mm = 0 的 点 ， 是 点 Po; 信和 
坐标 zl = 1,z2 = … 二 zm 二 0 的 点 是 点 及 , 妈 向 量 A1 = BP 的 
终点 ， 等 等 ， 并 且 对 于 3r 中 具有 位 置 疝 量 

DF = B+ wiAlt pA 二 十 TmAm, 

OF = B42riALT rhAs + 2 A 


的 两 个 点 PP 和 P', 向 量 
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PP -OP -08 
一 (x1 — 1)Al 十 (z? wa)A2 十 *…- 十 (zim 一 Zom] 和 mm 


关于 基 和 点 1, 和 2 ,Am 的 分 量 是 点 卫 和 P' 的 仿 射 坐标 之 差 . 

按照 我 们 的 定义 ， 经 过 点 瑟 的 一 维 线性 流 型 S, 是 具有 位 置 
向 量 

og 二 BiziAi 
的 点 己 的 轨迹 ， 其 中 B 和 Ai 是 固定 的 向 量 (Al 关中 ,并且 zi 跑 
遍 所 有 的 实数 . 显然 ， 31 其 实 衣 是 经 过 点 互 平行 于 向 量 和 Ai 方向 
的 直线 ( 见 第 141 页 ). 一 个 二 维 线性 流 型 或 者 二 维 平面 $2 是 由 具 
有 位 置 向 量 
oF = B+i+zrziAli+raAs 
的 全 部 点 了 P 构成 的 ， 其 中 了 ,AAA 是 固定 的 向 量 (Al 与 A2 是 
无 关 的 ), 并 且 zl 和 za 跑 记 所 有 的 实数 . 这 ” 维 线性 空间 5 与 整 
个 的 空间 R* 是 恒 等 的 ， 因 为 任何 疝 量 Y 是 相关 于 ”个 线性 无 关 
的 向 量 Al, A2,…,An 的 ( 见 第 149 页 ), 因而 任何 一 点 了 的 位 置 
向 量 都 能 表示 成 如 下 形式 : 
OP=B+zA 二 TA 二 -十 Tn&n. 


其 次 ,mn 一 1 维 的 线性 流 形 能 够 看 作 等 同 于 第 149 页 定义 的 超 平面 . 
因为 对 于 n 维 空间 中 给 定 的 任何 7% 一 1 个 向量 Al,A2,… ,An-1, 
我 们 能 够 找到 一 个 向 量 A, 垂直 于 它们 中 的 每 一 个 { 见 第 149 页 ). 
于 是 ， 对 于 


OP =B+rAl 十 Ta 和 2 十 十 Tn-1n_1 
我 们 有 关系 
A-OP=B-ATgiAl A A 十 gr_1An_ 1 入 
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上 式 正好 是 关于 点 PP 的 坐标 的 一 个 线性 方程. 

一 般 地 ， 要 确定 一 个 向 量 Y 关于 基 Al, A2,. “" ;mn 的 分 量 Tiy 
即 要 求 形 如 (25) 的 线性 方程 组 的 解 . 在 一 种 重要 的 特殊 情形 中 ， 
即 当 基 向 量 作成 一 个 标准 正 交 系 时 ， zi 能 被 直接 求 出 来 ， 对 于 向 
量 息 1, 丰 2， 人 入 元 ， 如 果 它 们 中 每 一 个 的 长 度 为 1 并 且 任 意 两 个 是 
互相 垂直 的 ， 也 就 是 说 ， 如 果 

| 1 对 于 i 二 
0 ”对 于 i 关上 
我 们 就 称 向 量 Al, 太 2,.…,Am 是 标准 正 交 的 lorthonormal). 如 果 
一 个 向 量 Y 具有 以 下 形式 
YY =z1Al+ TA 二 :+ TmAnm, 
我 们 利用 牌 直 关系 (32) 就 得 到 : 


¥ Ai= ZT1AL: Ait TE2A2 :Ait: 十 2m 和 mm 站 ji 一 2 
{33) 


(32) 


(i = 1,2,..,.m). 


特别 ， 从 YY = 0 隐 含 着 zi 二 0 (i 二 1,2,…,m); 所 以 标准 正 交 向 量 
总 是 无 关 的 ， 公式 (33) 表明 ， 向 量 Y 关于 正 交 基 Al, A2,……,Am 
的 分 量 等 于 向 量 Y 在 ;i 方向 上 的 分 量 站 . 和;, 由 (22) 式 定义 的 
坐标 向 量 Ei, Ez,… ,Es 正好 作成 一 个 标准 正 交 基 ， 并 且 向 量 YY = 
(gm 52:…… ,yn)】 关于 这 个 基 的 分 量 是 


YE: = %. 


一 个 标准 正 交 基 也 可 以 用 如 下 事实 来 刻画 ， 即 对 于 向 量 的 长 度 
和 两 向 量 的 数量 积 ， 它 与 原始 基 ,EB2,…-, En 给 出 相同 的 公式 . 
对 于 任意 两 个 如 下 形式 的 向 量 
YY = 2 站 1 十 22 丰 2 十 -2 和 mm， 
(34a) 
下 一 人 由 十 za 二 十 In 
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我 们 有 


YY =(51A1 十 了 2 和 3 十 … 十 3m 衣 mm) 
(TI1AL 22A2 十 :十 Zn 和 mm 
一 21 和 站 1 (21 六 1 十 22 和 3 十 … 十 2 向 ) 十 …: 
十 wmAm: (PAL 十 52 和 2 十 … 十 Zim 和 wm) 


(34b) 
一 gl124 十 T2729 十 "十 Tm 
特别 当 立 = Y' 时 ， 我 们 得 到 关于 向 量 Y 的 长 度 公式 
Il = YY 2 十 4 十 … 十 多， (34c) 


如 果 通 过 点 马 的 m 维 线性 流 形 是 由 m 个 标准 正 交 向 量 Ai 
各?2……， 和 mm 张 成 的 ， 则 对 应 的 仿 射 坐标 系 称 为 空间 Sm 的 一 个 和 
卡 九 坐标 系 . 坐标 向 量 A1, 态 2,…, 息 m 是 互相 垂直 且 长 度 为 1. 具 
有 向 卡 几 坐标 (zl za ……,zm) 和 (21,22,…' ,zi) 的 两 个 点 之 间 的 
距离 d 由 公式 

d= (ri — zw)? + (mh — z+ 二 (2, — Tm)? 
给 出 ， 更 一 般 地 ， 任 何以 距离 概念 为 基础 的 几何 关系 {如 角度 ， 面 
积 ， 体 积 ) 在 任何 一 个 箔 卡 儿 举 标 系 中 都 有 相同 的 分 析 表 达 式 . 


b. 矩阵 
在 n 维 空间 中 ， 向 量 各 1， 各 2,- *" ;起 m， Y 之 间 的 这 一 关系 


Y= Tl1Al 十 xX2An 十 …: 十 rmaAm (35a) 
1) 没有 正光 关系 ， 我 们 只 能 推出 YY .YY' 由 一 个 更 复杂 的 公式 给 出 ; 


Y.Y’= cinziek， 其 中 cik = Ai Ak- 
让 


能 够 写成 一 个 线性 方程 组 ( 见 第 148 页 (25) 式 ) 


CZ1121 十 Q1372 十 …' 十 Qlrmgon 一 3， 
G21T1 十 22382 十 … 十 0Qammgm = $2, 

,vs (35b) 

OniT1 十 Gn2T2 T+ Onmtm = Yn. 
它 联系 着 向 量 Y 在 原始 坐标 系 的 分 量 奶 ,y2,… ,gm 与 向 量 六 关于 
基 向 量 Ai = (alias sani i 二 1,2,… ,tm 的 分 量 z21, v2 ,rm. 
数量 zz 和 bi 之 间 的 线性 关系 (35b) 完全 被 这 nx m 个 系数 az 所 
描述 ， 将 这 些 系数 排 成 一 个 矩形 阵列 
2 213 Ol 


Q21 022 ‘°° G2m 
, 中 和 (36) 


dnl dn2 1 nm 


叫 作 矩阵 (我 们 将 总 是 用 黑体 小 写字 母 表示 和 阵 ) 
(36) 中 的 矩阵 a 有 mm 个 “元 素 " 


Oi (7 = 1,2,:...,7; 4 1 2，… ,7). 


这 些 元 素 被 排 成 mr“ 列 {columna)" 


| 12 1m 
QO21 CQ22 G2m 

: ' 。 人” » 
na nr 


nl 

或 者 no4 (row)" 
{all G12 …， Qn ), 
(qa21 Q23 “ aam j ， 
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(anl arn2 … anm). 


两 个 矩阵 被 认为 是 相等 的 ， 仅 当 它 们 的 行 数 相同 ， 列 数 相 同 ， 并 且 
对 应 元 素 相等 . 

和 矩阵 a 的 列 可 分 别 地 视 为 等 同 于 向 量 A1, 和 A2,…, Am 的 分 量 
的 有 序 组 ， 我 们 将 常常 把 由 向 量 入 1, A2,…, Am 的 分 量 构 成 各 列 
的 矩阵 a 写成 这 样 


a= (Al, A2,-., Am). (37) 


方程 组 (35b) 把 nn 个 数量 Y13 YI Yr 表示 成 m 个 数量 了 1， 22, 
… Zm 的 线性 隆 数 ， 现 在 我 们 能 够 缩写 成 篇 单 的 符号 方程 


aX=Y, (38) 


其 中 氏 表示 向 量 (x1,z2,… ,zn), YY 表示 向 量 (,y2,… ,Vn 如 
果 和 矩阵 a 的 列 问 量 AAA? ,Am 是 无 关 的 ， 我们 能 把 (38) 解释 
为 刻 划 一 个 基 的 变换 或 者 是 向 量 坐 标 系 的 变换 . 

这 个 方程 把 向 量 关 于 子 空间 5 的 基 Ai, 六 2,… ,Am 的 分 量 
zubza pzm 联系 到 该 向 量 关于 整个 空间 Sn 的 基 Bi, Ez,…, En 
的 分 量 六 ,2 …… 加 这 可 以 叫 作 (38) 的 “静止 ” 的 解释 ， 其 中 几 
何 对 象 向 量 保持 固定 ， 而 仅仅 是 参考 系 转 换 了 . 

有 另外 一 个 “活动 ”的 解释 ， 其 中 向 量 看 成 是 变动 的 ， 而 华 标 
系 看 成 是 不 动 的 .于 是 方程 (38) 描写 一 个 映射 ， 将 m 维 空间 中 的 
向 量 (zl zs …2mj 映射 到 维 空间 中 的 向 量 (oa ;zy 方 
程 (38), 或 详细 地 写 出 等 价 方程 组 (35b), 所 给 出 的 映射 叫 作 "线性 


的 ” 或 “ 仿 射 的 ” 


各 和 允 


1) 在 向 量 的 一 个 仿 射 睐 射 中 , 像 向 YY 的 分 细 jy; 是 原 向 量 有 的 分 量 zi 的 齐 次 线 
性 函数 , 如 公式 {355) 斯 示 . 如 果 我 们 将 其 ,Y 等 同 于 点 的 位 置 向 量 , 则 (35b) 定义 了 一 
个 映射 , 将 m 维 空间 ”的 点 (z1;z72; … ,Xm) 里 为 ? 维 空间 中 的 点 (y1; 32， … ,Yn). 
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例如 方程 组 


| 2 1 _ 1 | 
VY1 3 了 1 也 了 72; y2 三 Tl 42 
1 1 
多 一 一 了 1 一 了 (38a) 
对 应 于 短 阵 2 | 
3 3 
1 2 
入 二 一 一 一 
3 3 
_1 _l 
3 3 


能 够 被 解释 为 将 平面 向 量 系 = (zl,z2)] 映 到 三 维 空间 中 的 向 量 Y = 
《1:243) 的 一 个 映射 。 此 处 ， 像 向 量 都 满足 关系 


多 十 如 十 如 二 站， (38b) 


因而 它们 是 牌 直 于 向 量 和 N = (1,1,1) 的 . 把 向 量 站 ,YY 等 同 于 点 的 
位 置 向 量 , 我 们 就 由 (38a) 有 一 个 将 {zizsi 平面 映射 到 (wn, yz, Ys) 
空间 中 具有 方程 (38b) 的 平面 7. 在 几何 上 ， 点 (Yi,32,33) 是 由 点 
(x1,z2,0) 垂直 地 投影 到 平面 7 而 得 出 的 !， 换 个 说 法 , 方程 (38a) 
用 这 各 方法 得 到 的 点 的 映射 是 特殊 的 仿 射 喘 射 ， 它 将 Re" 的 原点 映 到 R" 的 原点 ， 一 
般 的 点 的 仿 射 映射 由 非 齐 次 线性 方程 组 


rm™ 


= ni 二 本 (I = ,2 ny (*) 


i=1 


给 出 ( 它 能 从 一 个 把 原点 鼎 到 原点 的 特殊 映射， 再 作 一 个 分 量 为 5; 的 平移 得 到 }， 应 
用 映射 (+) 于 两 个 点 已 = (241 29.) P ”= {49,72 7%), 分 别 有 像 点 


@ = (的 ; 护 ;) 我 们 看 到 相应 的 映射 将 向 量 P'P” = 
{ZY 也 到 向 量 

2 = (y? 一 搞 , 丙 一 班 ，… 一 缴 )， 
它 是 由 章 次 方程 组 (35b) 给 出 的 . 


1) 连接 (z1,%*2,0) 和 (y1,y2,y3) 的 直线 平行 于 平面 x 的 法 线 入 ， 
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能 够 静止 地 解释 为 平面 r 的 一 个 参量 表达 式 ， 其 中 z1,72 充当 参 
草 的 角色 . 
不 同 的 矩阵 引起 不 同 的 线性 映射 ， 因 为 坐标 向 量 


El = (1,0,..* ,0), Ez = {0,1,0,.. ,0),.… 
由 (35b) 网 到 
A1 一 (allya21 Ani), Az 一 (al12;022， "Vn2), 


由 此 , 矩阵 a 的 列 向 量 A1, 42,…, An 正好 是 坐标 向 量 Bi, EE2,…， 
BE 的 像 ， 因 此 甜 阵 a 被 映射 唯一 地 确定 了 

特别 重要 的 是 ， 把 ” 维 空 间 映射 到 它 自身 之 中 的 线性 映射 
Y = aX; 这 种 映射 把 一 个 向 量 X = (z1,22,… ,zn) 回 到 一 个 向 量 
Y = (oz，… 细 ) 芋 和 具有 相同 个 数 的 分 量 ， 这 种 映射 所 对 
应 的 矩阵 行 数 和 列 数 相同 ， 所 以 叫 作 方 阵 9. 用 分 量 写 出 来 ， 
行列 的 方 阵 a 所 对 应 的 映射 Y = aX 就 具有 第 151 页 (27) 式 的 
形式 . 关于 n 个 未知 数 n 个 线性 方程 的 方程 组 的 解 的 基础 定理 (第 
151 页 ) 现在 就 能 以 另 一 种 方式 叙述 如 下 。 

对 于 一 个 方 隆 a, 有 两 个 互相 排斥 的 可 能 情形 ; 

外 对 于 每 一 个 向 量 X 尖 0 有 aX 疾 0 

(2) 对 于 某 些 向 量 藉 关 0 有 aX=0. 
车 情形 (D, 对 于 每 二 个 向 本 认证 只 向 
a 丰 情形 (2), 存在 向 最 ,对 于 避 没 有 
立 习 

在 情形 (2), 我 们 称 矩阵 a 为 奇异 的 ; 在 情形 (1), 称 a 为 非 奇 
异 的 . 因为 方程 aX = 0 存在 着 非 平凡 解 X 等 价 于 矩阵 a 的 列 向 


一 个 向 量 关 使 得 Y= 
量 久 使 得 于 =aX 成 


1) 一 般 的 行 数 和 殉 数 是 任意 数 的 矩阵 叫 矩形 矩阵 ， 


2) 在 情形 (1), 方程 Y = aX 表示 吴 维 空间 到 它 自身 上 的 一 个 1-1 睹 身 ， 在 情形 
(2), 自身 既 不 是 万 1 里 射 ， 也 不 是 空间 自身 上 的 . 
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量 是 相关 的 ， 我 们 看 到 ， 一 个 方 阵 a 是 奇异 的 ， 当 且 仅 当 它 的 | 
向 是 相关 的 
c。 矩阵 的 运算 

习 人 蛋 上 ， 像 (36) 中 那样 ， 用 带 着 两 个 下 标的 字母 , 例如 ays, 来 
表示 和 矩阵 a 的 元 素 ， 下 标 内 示 元 素 在 矩阵 中 的 位 置 或 地 点 ， 第 一 
个 下 标 给 出 行 数 ， 第 二 个 下 标 给 出 列 数 ， 对 于 一 个 具有 元 素 aji 的 
1 行 mm 列 的 矩阵 ， 下 标 了 跑 遍 1,2,..- ,7 而 下 标 1 路 遍 1 2 …… 7， 
矩阵 (36) 常常 简 记 作 如 下 形式 

a = {23i), 


它 仅 仅 显 示 了 矩阵 a 的 元 素 ， 而 没有 表示 出 行 数 和 列 数 ， 它 们 钾 由 
前 后 文 关 系 才能 看 出 2. 例如 在 


1! 2! 3! i ”ml 

2 3 4 (m+)! 
a= (ai) = 3! 4! 5! {rm + 2)! 

nl ntl) m+2 -5 (m+n—1) 


中 ， 我 们 有 mi = (i+j 一 D!. 

矩 姓 的 加 法 以 及 教 量 对 矩阵 的 乘法 是 按照 对 于 向 量 的 同一 方 
式 来 定义 的， 如果 a = (ai 与 b= (5b;s:) 是 “大 小 相同 的 第 阵 ， 
就 是 说 ， 具 有 相同 的 行 数 和 列 数 ， 我 们 就 把 a 十 b 定义 成 由 对 应 元 
素 相 加 而 得 到 的 矩阵 


妃 十 b= (js 十 bri). 


类 似 地 ， 对 于 一 -个 数量 和 我 们 把 a 定义 成 用 因子 和 去 乘 a 的 每 
个 元 素 所 得 到 的 矩阵 
Aa 一 (Aas). 
1) ajs 中 的 字 余 m 表示 独立 变数 j 和 必 的 一 个 实 值 函数 .这 个 函数 的 定义 域 出 


(3) 平面 上 学 标 为 1 和 了 和 nn 和 1 < 1< rm 的 整数 的 点 组 成 适 常 我 们 特 两 个 独 并 实 
重 z,y 的 函数 写作 fw,y), 于 是 这 里 假如 用 a(j, 训 代 玩 习惯 上 的 a;i 就 会 更 为 - 儿 ， 
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对 于 由 和 矩阵 决定 的 向 量 X 的 上 映射， 可 以 立即 验 明 有 如 下 的 规则 ， 
(atb)X=aX+bX, (Ma)X = A(aX). {39) 
更 有 意义 的 事实 是 ，“ 大 小 ” 合适 的 矩阵 可 以 彼此 相 乘 . 两 个 
矩阵 a 与 b 的 乘积 的 一 个 自然 的 定义 ， 是 由 考虑 相应 的 映射 第 一 
卷 第 56 页 ) 的 符号 乘积 或 组 合 而 得 到 的 . 如 果 a = (aii] 是 一 个 
具有 闫 列 和 半 行 的 矩阵 ， 且 X = (z1,…,zm) 是 一 个 具有 m 个 分 
量 的 向 量 ， 则 a 所 确定 的 映射 Y = aX 将 向 量 X 映 到 具有 nn 个 分 
量 的 向 量 立 = (加 ), 其 中 


1 
= Dar (f=1,2,..,n). 
记 ! 


如 果 现 在 又 有 和 矩 粹 b = (bxy), 是 一 个 具有 n 列 p 行 的 矩阵 ， 则 映射 
Z=bY 将 YY 映 到 具有 p 个 分 量 的 向 量 Z=(z1,.……,zp), 其 中 


n n m mm 
Zk 一 brjys 一 >》 “Bojiza = $chizs, 
这 里 
n 
chi = > bejass (k=1,2,.,p,i = 1,2,..-,m). (40) 
=1 


于 是 ，Z= cX, 其 中 c= ba = (cy) 是 p 行 1m 列 的 矩阵 ， 它 的 元 
素 cu 由 (40) 式 给 出 因此， 我 们 定义 和 拖 竹 b 和 a 的 乘积 c = ba 
为 一 个 矩阵 ， 它 的 元 素 cui 由 (40) 式 给 出 . 

我 们 注意 到 ， 仅 仅 当 和 矩阵 b 的 列 数 和 矩阵 a 的 行 数 相同 时 ， 
藤 积 ba 才 有 定义 .这 相当 于 以 下 的 一 个 明显 的 事实 ， 即 两 个 映射 
的 符号 乘积 , 仅仅 在 第 一 个 因子 的 定义 城 包 含 了 第 二 个 因子 的 到 值 
范围 时 ， 才 能 够 形成 ， 因 此 ， 很 可 能 乘积 ba 有 定义 ， 而 把 因子 次 
序 对 调 后 的 习 积 ab 却 没 有 定义 . 而 且 ， 即 使 两 个 局 积 ba 与 ab 都 
有 定义 时 ， 各 法 交 扫 律 ab = ba 对 于 给 队 站 地 并 不 成 立 . 全 如 


0 1 1 0 
人 
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我 们 有 
0 一 | 0 1 
wo (0) mo 4) 
然而 ， 人 们 从 (40) 式 很 容易 验证 矩阵 的 乘法 遵守 结合 律 和 分 
配 律 ， 
a(bc) = (ab)c, (41a) 
ab+i+ec)=ab+ac, (a+bc=act+hc (41b) 
(对 于 “大 小 ” 适当 的 矩阵 而 言 ). 我 们 可 以 说 ， 对 于 矩阵 ， 所 有 的 代 
数 运算 是 被 允许 的 , 只 要 涉及 的 敢 积 有 定义 并 且 我 们 没有 交换 因子 
的 次 序 . 
由 和 矩阵 a 所 决定 的 向 量 的 上 映射， 我们 已 经 记 作 Y = aX, 能 够 


看 作 算 阵 乘法 的 特例 ， 只 要 将 向 量 X,Y 写作 “ 列 向 量 ”, 就 是 说 将 
它们 写作 只 有 一 列 而 分 别 有 mm 行 和 ?” 行 的 矩阵 


Cl YL 
X-| |, y=|*|. 
Tm Yn 


d. 方 阵 ， 逆 阵 ， 正 交 隆 

在 应 用 上 特别 重要 的 是 具有 行 数 和 列 数 相等 的 矩阵 ， 称 为 广 
阵 ( 行 数 和 列 数 不 相 等 的 矩阵 叫 矩形 矩阵 )， 一 个 方 阵 的 行 数 或 列 
数 叫 作 它 的 阶 . 任何 两 个 有 相同 阶 数 ” 的 方 阵 能 够 相 加 或 相 乘 
特别 ， 对 于 一 个 方 阵 ， 我 们 可 以 作成 它 的 宕 


82 一 aa， a 一 aaa,-.. 


特别 ， n 阶 零 方 阵 O 是 所 有 元 素 都 是 0 的 方 阵 ， 或 者 说 它 所 
有 的 列 向 量 都 是 零 向 量 


0 = (0,0,...,0). {42a) 
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它 具有 以 下 明显 的 性 质 


a+0=0+a=a, a0=0a=0 (42b) 
对 于 所 有 的 7 阶 方 阵 a， 
0X=0 {42c) 
对 于 所 有 的 具有 个 分 量 的 向 量 已. 


其 次 ， 单位 方 阵 是 用 e 表示 的 ， 是 对 应 着 向 量 其 的 全 等 映 
射 的 方 阵 


eX = 不, (43a) 
对 于 所 有 的 向 量 其 成 立 ， 因 为 对 于 每 一 个 坐标 向 量 Eh 都 有 
eBy = Er, 
我 们 发 现 单位 方 阵 的 列 就 是 坐标 向 量 : 
100...0 
ee | 中 {43b) 
0 0 0 1 


容易 验证 e 在 方 阵 的 乘法 中 扮 广 着 “单位 ” 的 角色 ， 
ae 一 Ga 一 a, 


对 于 所 有 的 n 阶 方 阵 a 成 立 . 
如 果 有 7 阶 方 阵 b 和 阶 方 阵 a 有 下 式 


ab=e 


成 立 ， 就 称 b 道 于 a 如 果 b 是 逆 于 a 的 ， 则 a 对 应 着 由 b 提供 


的 向 量 映射 的 道 ， 就 是 说 ， 如 果 b 把 一 个 向 量 Y 映射 到 向 量 下 上 
( 即 如 果 沽 = by), 则 把 向 量 其 映 回 到 Y, 因为 


aX=abyY=eY=Y. 
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更 具体 地 说 ， 如 果 我 们 知道 方 阵 a 的 一 个 逆 方 阵 b, 则 对 于 任何 给 
定 的 (加 ,ta…… 加 ) = 二, 我 们 能 写 出 线性 方程 组 
Cl1121 十 G12W2 十 "十 QI1nTn 二 办 
C2121 十 G22%2 十 "十 Q2nTn 一 82 
, [44) 
an1z1 十 GnaT2 十 … 十 Grmzn = Yn 
的 一 组 解 入 = (z1,z2,… ,zn). 因为 有 abY = eY = Y. 我 们 确实 
得 到 了 原 方 程 的 一 组 解 ， 由 关 = bY 给 出 ， 即 由 
Fz1 = buy + hage 二 + bnyn 
£2 = boiy + bart + :+ bonyn 


Tn 一 Bn1Y1 + brayz 十 … 十 bnyn 


给 出 ， 
每 一 个 异 于 零 的 实数 a 都 有 一 个 倒数 满足 ab = 1. 然而 却 存 
在 异 于 霍 方 阵 的 方 阵 没 有 道 方 阵 . 如 果 a 有 逆 为 b, 则 方程 aX = Y 
对 于 每 一 个 向 量 Y 都 有 和解 区 = bY, 因为 


Baby =eY =Y. 
因此 { 见 第 165 页 ) 方 阵 a 必定 是 非 奇 异 的 ; 就 是 说 a 的 列 向 量 是 
无 关 的 , 奇异 方 阵 没 有 北方 阵 . 对 于 a 的 逆 方 阵 b, 条 件 

ab=e 

能 写成 如 下 形式 ， 

多 ojrbm = €jk; (45) 

r=1 
其 中 ajr, brw,ejx 分 别 表示 方 阵 ab,e 的 一 般 元 素 。 对 于 固定 的 上 , 
我 们 在 (45) 中 有 -一 组 关于 向 量 Bk = (61k;bok,… ,bnp) 的 n 个 线 
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性 方程 的 方程 组 ， Bx 为 方 阵 b 的 第 列 ， 如 果 方 阵 a 是 非 奇异 
的 ， 则 对 于 每 一 个 及 方程 组 (45) 都 有 唯一 的 解 Bs. 因此 ， 非 奇 
只 方 降 有 是 仅 有 人 这 训导 

设 a 是 任 一 非 奇异 的 方 阵 ， b 是 它 的 道 ， 即 ab = e. 考虑 任 
意 一 个 向 量 X, 且 令 Y = aX. 因为 2 一 X 和 Z = bY 都 是 方程 组 
Y = az 的 解 ， 又 因 这 解 是 唯一 的 ， 我 们 必定 有 


bY = 其 ， (46) 
对 于 每 一 个 向 量 于 成 立 ， 因 此 ( 见 第 166 页 ) a 也 是 b 的 道 ， 
ba = e. 


非 奇异 方 阵 a 的 道 方 阵 常 用 a 表示 .我 们 有 


其 中 e 为 单位 方 阵 ， 对 于 brx 解 方程 组 (45), 可 以 推算 出 逆 来 。 因 
为 单位 方 阵 e 的 元 素 eiz, 当 j 关上 时 取 值 0; 当 了 = 大 时 取 值 上 
方程 组 (45) 表明 方 阵 a 的 第 7 行 与 方 阵 a”! 的 第 k 列 的 数量 积 当 
了 天 天 时 为 0; 当 了 = 天 时 为 二 更 进一步 ， 由 于 


有 “有 员 一 从 ， 


我 们 看 到 方 阵 a-! 的 第 4 行 与 方 阵 a 的 第 列 的 数量 积 也 是 当 
了 关上 时 为 0; 当 了 二 上 时 为 1. 

用 道 方 阵 作 乘法 , 使 得 我 们 能 够 用 一 个 非 奇 异 的 方 阵 来 除 一 个 
方 阵 之 间 的 等 式 ， 例如， 方 阵 等 式 


ab 一 c， 
其 中 a 为 一 个 非 奇 异 的 方 阵 , 用 a 从 左边 屁 这 等 式 便 能 解 出 b: 


alc 一 ai(ab)=(a a)b= eb©=b. 


类 似 地 ， 等 式 
ba = c 
导致 
ca-!=b. 

从 欧 几 里 得 几何 的 观点 看 ， 最 重要 的 方 阵 是 正 交 (orthogonal) 
方 阵 , 它 对 应 着 堆 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 到 另 一 个 笛 卡 儿 举 标 系 的 一 种 
过 渡 ， 或 是 保持 长 度 的 一 种 线性 变换 ， 我 们 称 a 为 一 正 交 方 阵 ， 如 
果 一 个 方 阵 a 的 列 向 量 A1l, 六 2,… ,外 组 成 一 个 正 交 系 

0, 对 于 4 k, 

A | 1， 对 于 = 名 
(参看 第 157 页 ), 因为 组 成 正 交 系 的 向 量 是 无 关 的 ， 由 此 可 知 正 交 
方 阵 永远 是 非 奇异 的 . 对 相应 于 方 阵 a 的 向 量 关系 式 aX = 二 YY 作 
“ 钥 止 ” 的 解释 , 它 便 描述 了 向 量 关 于 坐标 向 量 二 ,Bz,…, 访 , 的 分 
量 刀 ,%;… ,yn 如 何 联系 到 向 量 关 于 基 向 量 1, AA2,…, An 的 分 
量 . 对 于 一 个 正 交 方 阵 县 ， 一 组 基 入 1, BA2,' "" ,Br 是 由 nn 个 长 度 为 
1 的 正 交 向 量 组 成 的 ， 它 们 组 成 一 个 笛 卡 儿 举 标 系 ， 其 中 距离 由 常 
用 的 表达 式 ( 见 第 158 页 } 给 出 . 著作 “活动 ” 的 解释 ， 芋 = aX 便 
表示 一 个 线性 映射 ， 将 坐标 向 量 孔 ; 映 成 向 景 A;, 这 个 映射 将 向 量 


X= (£1 Tn) = TE + wx2B2 十 … 十 rnE, 


(47) 


映 成 
Y=aX=a(rB + zB .+ zn BE,) 
= ZI18E1 十 roaFy .+ znaB,, 
~ WIALT TIA 二- 十 TnAn. 
这 种 映射 保持 任何 一 个 向 重 的 长 度 ， 因 为 由 (47) 式 有 
[YP =Y.Y= (tA roAs t+ znAn) 
(和 1 和 1 十 了 2 机 3 十 … 十 区 nn 坊 n) 
一 开 十 玉 十 -十 下 一 | 次 人 
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更 广泛 些 说 这 种 呐 射 保持 任何 两 个 向 量 的 数量 积 不 变 ， 因 此 
也 保持 了 方向 癌 的 夹 角 ， 这 是 容易 证 明 的 . 这 种 保持 长 度 的 映射 统 
称 为 正 交 变换 或 刚体 运动 . 在 二 维 的 情形 , 它们 容易 与 第 一 卷 第 
405 页 ) 讨论 过 的 坐标 轴 的 变换 等 同 起 来 . 长 度 为 1 的 二 维 向 量 A 
能 写成 Al = (coam,sin 9), 其 中 ? 是 某 一 适当 的 角 ， 重 直 于 向 量 Ai 
且 长 度 为 1 的 向 量 As 只 有 


各 3 一 (cos G+ 3 )sin (* 十 3)) = [sin”Yy,cos’”y) 


A2 一 (eos 人 一 二),sin Oo 一 2)) 一 (si 了 ,一 co8 了 ?了 ). 
因此 ， 一 般 的 二 阶 正 交 方 阵 是 以 下 两 种 形式 之 一 : 
2 二 (ce 7) 或 a = (S27 sin”y ) (48) 


sin”y cos’y sinYyY —cos’Yy 
正 交 关系 (47) 使 人 人们 能 立刻 号 出 一 个 正 交 方 阵 a 的 北方 阵 
a-t， 我 们 取 方 阵 a 的 列 向 量 A 作为 方 阵 a-! 的 行 向 量 : 这 样 
a 1 的 第 开行 和 a 的 第 3 列 的 数量 积 当 7 了 了 上 上 时 为 0, 当 了 = 关 时 为 
1, 满足 了 a 'a = 。 的 要 求 . 一 般 地 ， 对 于 任意 一 个 矩阵 a = (ajx)， 
变换 它 的 行 和 列 ， 得 到 矩阵 a 的 转 置 矩阵 a7 = {6x). 更 明确 些 有 
bjx 二 aij 1. 对 于 一 个 正 交 方 阵 ， 我 们 简单 地 有 


al—al. {49) 


例如 | 

cosy 一 sin7 人 _ /fcosy siny 

siny cosYy ~ \—siny cosy/)' 
由 于 (46), 我 们 能 将 关系 式 (49) 写成 

8 和 一 @， aal =e. 

册 将 a 写成 一 个 第 形 阵列 ,定义 a 的 “ 主 对 角 线 ” 是 从 左上 久光 右 下 角 斜 率 为 一 1 
的 直线 ， 它 包含 元 素 a11. 022, 433,'…… 将 矩阵 aa 以 主 对 角 线 为 准 来 “反射 ”, 便 得 到 算 
阵 & 的 转 置 第 阵 . 
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这 第 二 个 关系 表明 ,在 一 个 正 交 方 阵 中 , 第 j 行 和 第 k 行 的 数量 积 
当 j 了 去 上 时 为 0, 当 了 = 大 时 为 工 因此 一 个 正 交 方 降 的 行 向 量 也 
作成 一 个 正 交 系 . 


练 习 2.2 


1. 对 下 列 每 个 情形 生出 经 过 点 P 由 向 最 A 张 成 的 空间 ， 

(a) P=(—1,2,1): Al = (4,0,3). 

(b) P= {2,1,—4); A = (3,—2,1), Aa = (1,0,—1). 

(e) P = (2,1,—4.2); Al = {3,—2,1,2), A2 = {1,0, —1,2), 

2. 证 明 也 = (2/3,2/3. -173). Bz = (1/V2,—1/V2,0), Es = 
(V3/6, v2/6,2Y2/3) 作成 一 个 正 交 基 ， 并 写 出 下 列 给 定 的 向 量 在 
这 组 基 下 的 表达 式 ; 

(a) Ai = (v2, v2, v2), 

(b) Az = (3, 一 3, 3), 

(c) As = (1,0,0)， 

3. 给 内 了 线性 无 关 的 向 量 和 1 如 2，,… , 久 m, 作出 互相 垂直 的 单 
位 向 量 媚 ;, 卫 2,… ,Ewm 具有 如 下 性 质 ， 即 Ex 是 Al, AA2,… ,Ak 的 
线性 组 合 {对 于 下 = 1,2,…,m). 

4. 从 练习 第 3 题 的 结果 ， 证 明 线 性 无 关 的 基本 定理 . 

5. 求 直线 到 点 已 = (zo,yo,z) 的 上 距离， 直线 由 下 趟 给 出 ; 


T=at+i+b, y=tt+d, z=et+i+f. 


(提示 : 找 PP 点 到 直线 的 垂 足 . ) 
6. 以 下 方程 组 是 否 有 一 组 非 零 解 ? 
zZ 十 刀 上 二 32 一作 
2z 十 3 十 2 三 由， 
35 十 yy 十 2z 二 用. 
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7. 写 出 向 量 (ctaz,asj 关于 基 Al = (1,2,3), Az = (2,3,1), 
As 二 {3,1,2) 的 表达 式 . 

8. 确定 从 关于 基 EL, Ez,Es 的 笛 卡 几 坐 标 系 到 关于 练习 第 7 
题 中 的 基 A&1, As,As 的 仿 射 坐标 系 的 变换 的 矩阵 ， 

9. 如 果 方 阵 a 是 奇异 的 ， 证 明 存 在 一 个 向 量 Y, 对 于 它 Y = 
aX 无 解 . 

10. 对 于 矩阵 


求 飞 积 ab 和 ba. 

11. 找 出 2 阶 方 阵 

(4) 
C 区 

存在 北方 阵 的 条 件 . 当 逆 方 阵 存在 时 把 它 写 出 来 ， 

12. 证 明 只 有 一 个 单位 方 阵 . 

13, 设 方 阵 a,b 都 是 非 奇 异 的 ， 求 出 ab 的 逆 方 阵 ， 

14. 有 时 人 们 把 一 个 1 阶 奇 借方 阵 定 义 为 将 n 维 空间 映射 成 
一 个 低 维 空间 的 矩阵 . 证明 这 个 定义 与 前 面 给 出 的 定义 是 等 价 的 . 

15. 说 明 (48) 中 和 矩阵 的 几何 音义 . 

16. 证 明 方 阵 a 是 正 交 的 当 且 仅 当 az = a-1. 

17， 证 明 乘 积 ab 的 转 置 矩阵 是 转 置 矩 阵 交 换 次 序 后 的 乘积 


18. 证 明正 交 方 阵 的 葬 积 是 正 交 的 . 

19. 证 明正 交 方 阵 对 应 的 映射 保持 数量 积 ; 就 是 说 ， 如 果 a 是 
正 交 的 ， 则 (aX) (aY) = 久 . YY. 

20. 证 阴 任 何 保持 长 度 的 线性 映射 的 方 阵 是 正 交 的 . 

21. 证 明 一 个 仿 射 变换 将 质点 组 的 质量 中 心 变 到 像 点 组 的 质量 
中 心 
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2.3 行列 式 


a. 二 阶 与 三 阶 行列 式 


数学 分 析 包 括 多 维 空间 中 非 线 性 映射 的 研究 . 然而 作 这 样 的 研 
究 之 前 必须 先 有 一 个 关于 线性 映射 ”= aX 的 研究 ， 其 中 外 和 六 
是 向 量 而 a 是 矩阵 ， 尤 其 具有 根本 重要 性 的 是 分 析 一 个 线性 映射 
的 逆 的 构造 ， 这 实际 上 就 是 分 析 r 个 线性 方程 


Q1171 十 如 32Z2 十 十 Gn 二 1: 
Q2121 十 22T2 十 … 十 GanTr 一 32， 
es {50) 


QniTl 十 Gnr222 + + OnnTn = Yn 


对 于 nn 个 未 知 量 zx, x2,… ,zw 的 解 的 构造 

解 n 个 未 知 量 的 1% 个 线性 方程 的 过 程 引 出 某 种 有 很 多 项 的 代 
数 表 达 式 , 叫 行列 式 . 行列 式 的 显 式 定义 和 性 质 在 开始 时 显得 有 些 
神秘 . 到 了 我 们 把 行列 式 的 定义 建立 在 ” 维 空间 中 ”个 向 量 的 多 
重 线性 交替 型 这 样 一 -个 单独 的 性 质 上 时 , 这 些 神秘 性 将 逐 浙 消失 , 
从 这 个 概念 性 的 途径 出 发 , 行列 式 的 所 有 重要 性 质 都 能 容易 地 导出 
来 . 我 们 将 在 本 书后 面 几 章 看 到 ， 在 推广 到 高 维 的 微 积分 中 行列 式 
是 极端 重要 的 . 

对 于 开始 很 少 几 个 m 值 ， 写 出 方程 组 (50) 的 显 式 解 是 有 教 益 
的 ， 对 于 ”= 1, 我 们 有 这 单个 的 方程 


Qi 二 级 ， 
其 解 为 

zl = W/o, (50a) 
对 于 = 2, 我 们 有 方程 组 


{ 411Z1 十 1272 关切 ， 
CQ2181 十 02202 = Yo, 
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用 aza 乘 第 一 个 方程 ， 用 alz 履 第 二 个 方程 ， 然 后 作 减 法 消去 zz， 
就 得 到 关于 zi 的 单个 方程 ， 类 似 地 ， 可 用 az1 乘 第 一 个 方程 ， 用 
all 丧 第 二 个 方程 ， 然 后 作 减 法 消去 z1. 这 样 就 得 到 关于 21, xw2 的 
表达 式 


G22 — 012Y2 _. QA11Y2 — &21Y1 


allG22 一 QA120%1* “ Qltia23 一 G12021 C50b) 
对 于 n= 3, 我 们 有 方程 组 
11 人 1 十 S12%2 十 G13%3 = Hl, 
| olit1 十 m22T2 + 42373 = Ye, {50c) 
G3171 十 03222 十 W333 = Y3. 


我 们 能 够 把 这 个 方程 组 化 为 关于 zzs 的 两 个 方程 ， 璧 如 这 样 来 
消去 zs: 用 ais/oas 乘 第 二 个 方程 ， 并 从 第 一 个 方程 减 去 它 ， 再 
用 als/ass 飞 第 三 个 方程 ， 也 从 第 一 个 方程 减 去 它 ， 这 样 得 到 的 只 
会 z1,22 的 两 个 方程 可 用 上 面 的 方法 解 出 来 . 通过 一 些 代数 运算 之 
后 ， 我 们 得 到 


£1 =(022033 十 a12023Y2 十 01303292 一 41302283 一 G2303271 一 G12033Y2) 


/lal1d22033 + G12023031 十 L13091632 一 013022031 一 O11023032 


一 Ql2G21633)， (50d) 


对 于 zz 和 zs 也 有 类 似 的 公式 .对 于 n = 4 计算 变 得 很 虎 大 ， 显 
然 只 有 系统 性 的 研究 方法 才能 够 产生 整齐 有 序 的 结果 . 

我 们 注意 到 ， 在 每 个 情形 ， 解 ri 都 取 商 的 形式 ， 其 中 分 母 仅 
仅 是 系数 oji 的 锣 数 ， 就 是 说 是 皇 阵 a = (ai 的 函数 . 对 于 n= 1， 
这 个 函数 就 仅仅 是 系数 all 本 身 ， 对 于 n= 2, 由 和 矩阵 


[3 Ql 
a 二 11 12 
021 22 


A11422 一 412021 


的 元 素 所 形成 的 分 母 
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作 年 库 = 部 行 到 世 ， 记 人 


Q11022 一 下 12C21 一 det (a) 一 a a . (Sla) 
显然 (50b) 的 分 子 也 能 写成 行列 式 ， 给 出 表达 式 
V1 12 d11 Yl 
1 一 L224. 021 V2 {51b) 
gl1l Qi2 011 Ql12 
C21 22 Q21 C22 


当然 ， 这 些 公式 ， 铁 有 当 分 母 中 的 行 询 式 不 等 于 零 时 才 有 意义 . 
公式 {50d) 启发 我 们 引进 三 阶 和 矩阵 


Ril 012 G13 
= 1 022 V3 
231 G3% (33 
的 行列 式 ， 即 表达 式 


011022033 十 G12033031 十 Oi3021032 一 G13022031 一 G11023032 一 G12021033 
011 CI2 dQ13 
21 22 023|. 
31 G33 Qa33 
这 样 一 个 三 阶 行 列 武 的 形成 规律 能 够 用 容易 记忆 的 “对 角 线 规则 ” 
来 表示 (图 2.5a). 我 们 在 第 三 列 后 面 重 复 前 两 列 ， 做 出 每 一 个 对 角 


oa、 i nc et 2 
ont 2 Re 
a pp ef asl 
Pe “~ AS 
~ 


= 一 


= det (a} = {52a) 


图 2.5a 


线 上 三 元 组 的 飞 积 , 对 于 联系 着 向 右 下 鲜 的 线 的 敢 积 乘 以 +l, 向 左 
下 斜 的 乘 以 -1; 然后 相 加 . (这 个 规则 仅仅 对 于 三 阶 行列 式 成 立 0) 
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利用 三 阶 行列 式 ， 我 们 能 把 方程 组 (50c) 的 解 写成 以 下 简明 的 


形式 
Yl 4013 019 Gil Yi C&I3 
Yo G2 23 Q2l Ya 033 
了 一 Ya G33 033 031 Ys 033 
1 一 3 一 
Cl G2 G13 il 12 13 
C21 U22 fi23 G21 U22 {23 
31 G32 433 91 U32 033 
lt G12 久 
CT21 022 12 
a31 032 #3 
T3 二 。 
all CI2 C13 
G31 022 023 
231 Cs2 CS83 
在 (50a) 的 基础 上 ， 我 们 类 似 地 定义 一 阶 矩 阵 
肥 二 (&11) 
的 行列 式 为 
站 11 一 det (a). 


于 是 我 们 看 到 ， 对 于 ”= 1,2,3 的 每 个 情形 ， 方 程 组 (50) 的 
解 (z1,… ,zn) 可 以 描述 如 下 (克拉 默 法 则 ”)* 每 个 未 知 数 2 是 两 
个 行列 式 的 商 . 分 母 是 矩阵 a = (ajx) 的 行列 式 ; 分 子 也 是 一 个 
矩阵 的 行列 式 ， 这 矩阵 是 将 算 际 a 的 第 i 列 换 成 方程 组 右边 的 量 
V1, Yas" Yn 所 得 到 的 矩阵. 


b. 向 量 的 线性 型 与 多 线性 型 


为 了 定义 高 阶 行列 式 ， 以 及 表述 它们 的 主要 性 质 ， 必 须要 使 用 
某 些 一 般 的 代数 概念 
我 们 可 以 把 n 个 自 变量 C1 2 En 的 一 个 阻 数 flai, m2, “tr 
看 作 向 量 和 = {&1, 02, 2 ,Gn) 的 本 数 ， 并 记 作 fA). 我 们 称 是 
向 量 A 的 一 个 线性 型 , 如 果 对 于 任何 两 个 向 量 A 筷 都 有 
f(A+B)= f(A) + f(B), (53a,) 
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并 且 对 于 任何 向 量 A 和 数量 和 都 有 


JCOA) = Af(A). (53b) 
这 两 个 规则 (53a,b) 能 够 合并 为 
fA + 1B) = Af(A) + pf(B), (54a) 


对 于 任何 向 量 A.B 和 数量 和 ,4 都 成 立 ， 写 得 详细 些 ， 规 则 (54a) 
就 成 为 


flAar 十 pbi, Aa2 + pb2, ,Man + pm) 


=Af(a1 aa On) + Fb ha, , bs). (54b) 
例如 函数 
f(A)} = 302 — 27a3 
是 一 个 线性 型 ， 而 
fA) = |AI= V 呈 十 … 十 吧 
不 是 线性 型 


关系 式 (54a) 直接 隐 合 着 线性 型 的 更 一 般 的 规则 


FAAL + A2A2 二 :十 和 AmnAm) 
=A1f(AL) + Mf (Ma) + + Amf (Am) (54c} 


对 于 任何 m 个 向 量 Al, AA2,… ,入 m 和 数量 和 ,和 2，,… ,和 Am 都 成 立 ， 
这 个 规则 对 于 向 量 A 的 最 一 般 的 线性 型 给 出 一 个 显 式 表达 式 . 利 
用 坐标 向 量 E:, Es, 0 ,FE,, 我 们 由 (2b) 便 有 


和 = {al,a2 ,Gn) = G 了 1 十 02 卫 2 + :+ anE,, 
对 于 任何 向 量 入 成 立 . 因此 ， 根 据 (54c), f 有 如 下 形式 


fA) = of (En) + of (Eo) 十 十 an 有 再 = 
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二 Cl141 十 Caca 十 … 十 conn (55a) 


其 中 ci 为 常数 
ci = f(E:). (55b) 
将 系数 Cs 结合 成 向 量 C 三 {ce1, C2,: "” ,Cn); 我 们 有 
f(A}= CG.A. (55c) 


向 是 A 的 最 。 凶 的 线性 型 是 风量 人 与 一 适当 多 党 向量 © 的 数 
准 各 

两 个 向 量 和 一 {2&1, 62,: “ “An) 和 B= (b1, bz,: “ ,bn) 的 -一 个 函 
数 F(A,B) 称 为 向 量 A, B 的 一 个 双 线 性 型 ， 如 果 当 B 加 定时 它 
是 & 的 线性 型 ， 而 当 A 固定 时 它 是 B 的 线性 型 ， 这 就 是 说 ， 对 于 
任何 向 量 A, B,C 和 数量 和 ,py 都 有 


fAA + HB,C) = Af(A,C) + pf(B, ©), (Sa) 
f(AAB + pO) = Af(A,B) + pf(A,C). (56b) 
双 线 性 型 的 最 简单 的 例子 是 数量 积 


f(A,B)= A.B. 


在 这 个 例子 里 ， 规 则 (56a,b) 正好 化 成 对 于 数量 积 的 结合 律 和 分 配 
律 ， 见 第 142 页 (15b,c). 
从 (56a, b) 我 们 得 到 更 一 般 的 关系 式 


flaA +fB,yC+ HD)=af(A,yC + DD) + PIB, YC + HD) 
(56 


=ayf(A,C) + oadf(AD) + HYIB, C) + BEFB,D 


钴 此 我 们 能 对 双 线 性 型 进行 运算 , 就 像 运算 通常 的 表达 式 的 乘积 一 
样 ， 再 利用 向 基 A,B 的 分 解 式 


一 (al, 2 … ,qdn) = Bl 十 aq23 卫 2 + + anB,, 
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B = (61,b2, ,bn) 二 二 五: + baB2 + .+ baEn, 
我 们 就 得 刘 公 式 


f{A.B) =f(aEl 十 azE» 十 … 十 anuE,, 
bE 十 bo ++ bnBE,) 


= >», ajbrf (By, Ex). 


,R=1 


因此 ， 向 景 A,B 的 最 一 般 的 双 线性 型 具有 这 个 形式 


f(A,B) 3 CjkpQjbk, (57a) 
j=1 
带 有 常数 系统 
Ci 一 f(E;, Er). {57b) 


在 B= AA 的 情形 ， 双 线性 型 了 转化 为 二 次 型 


f(A,A)= 》 cjkajgh: {57c) 
了 下 一 工 
用 类 亿 的 方式 , 人 们 定义 三 个 向 量 六 ,B,C 的 三 线性 型 F(A, BB， 
), 作为 一 个 函数 ， 它 分 别 对 于 每 个 向 量 都 是 线性 型 ， 完 全 与 前 面 
一 样 ， 最 -一般 的 三 线性 型 具有 这 个 形式 : 


nl 


f(A,BO)= 了， cfkrajpkcr， (58a) 
hr=l 
其 中 
Cjkr 一 fA (Ej, Er,, E.). (58b) 


更 一 般 地 , 任意 mn 个 向 量 的 多 线性 型 都 能 够 用 一 种 明显 的 广 
式 来 定义 ， 由 于 我 们 不 再 对 不 同 的 向 量 使 用 不 同 的 字母 ， 这 不 过 是 
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引进 一 种 新 是 标的 记号 问题 ， 我 们 用 Ai,A2,…, Am 表示 向 量 ， 
并 通过 
和 A1 = (all a21， Qn1), A2 = {012, 022,. nrn2) 


Anm = (alm， Cam '", Qnm) 


引进 它们 的 分 量 ajx. 疯 数 f 是 关于 向 量 Al,Az,… ,如 nm, 的 一 个 多 
线性 型 f{Al, 六 2,…, 息 m), 如 果 它 对 于 每 一 个 向 由 市 言 当 其 他 向 量 
固定 时 都 是 线性 型 . 我 们 也 可 以 把 了 看 作 具 有 列 向 量 Al, A2,…… ,Am 
的 矩阵 

a 二 (生生 2 和 mm) 一 fa 站) 


的 函数 ， 类似 于 (58a), 向 量 入 1, 太 2,… ,下 m 的 最 一 般 的 多 线性 型 
具有 形式 


fA1, A2,... ,mn) 一 > Cjij2- jm F10722" 全 (59a) 


天 和 
一 1 ,2 -…, 亿 


其 中 
“ij 一 所 互让, 也 js ,Ej ). (59b) 
c. 多 线性 交替 型 ， 行 列 式 的 定义 


公式 (51a) 和 (52a) 所 定义 的 二 阶 和 三 阶 行 列 式 是 特殊 的 多 线 
性 型 ， 第 175 页 {51a) 的 二 阶 行列 式 蚌 二 维 向 量 
Al = (01021), Az = (a12, 022) (60a) 
的 双 线 性 型 ; (52a) 的 三 阶 行列 式 是 三 维 向 量 
Al = 【allya2lyasl)， A2 = (a12,022,032), As = (a13, 023, 033) 
(60b) 
1) 在 这 个 公式 中 ， 应 用 下 标的 下 标 是 很 麻烦 的 . 这 里 放 , 72，'， ,jm 表示 从 教 的 集 
合 1,2,.…,n 选 出 的 任 阁 m 个 数 的 组 合 . 这 样 的 组 人 台 也 能 当 作 一 个 了 了 (8 它 的 定 
文 培 是 数 的 集合 二 1,2,-…,m, 它 的 取 值 范围 是 对 的 集合 7 二 1,2,.…,n, 这 些 组 合 
或 ! 甸 数 中 的 任何 一 个 给 出 公式 (59a) 中 的 一 项 . 
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的 三 线性 型 。 (行列 式 分 别 对 于 每 一 个 向 量 的 线性 性 质 ， 可 以 通过 
检查 下 面 的 事实 得 到 ， 即 在 行列 式 的 展开 式 的 每 一 个 荚 积 中 ， 关 于 
给 定 的 第 二 个 下 标 正好 包含 一 个 因子 . ) 把 行列 式 与 其 他 多 线性 型 
区 别 开 来 的 附加 特性 是 它们 的 “交替 ”特性 

几 个 变 元 (它们 可 以 是 向 量 也 可 以 是 数量 ) 的 - -个 函数 ， 如 果 
当 我 们 交换 任何 两 个 变量 时 它 仅仅 改变 符号 ， 就 说 这 个 函数 是 区 
巷 的 数量 变 元 的 交替 函数 的 例子 是 


bzY) = YO— 2 (61a) 
DEY 2) = (2 — H(z — Ty — 2). (681b) 


两 个 7 维 向 量 A1,Az 的 一 个 函数 f 是 交替 的 ， 如 果 对 于 任意 
两 个 向 量 和 A1, 妨 2 都 有 


fA, A2) = —f(A2, A1). 
这 特别 隐 含 着 ， 对 于 Al = As = 和 有 
f(A,A)=0. 


设 n=2 并 且 了 是 (60a). 所 给 定 的 关于 向 量 Al,Az 的 一 个 交 
替 画 数 ， 它 也 是 一 个 双 线 性 型 ， 于 是 


HEL,E) = (RE2, Ba) =0 fF(E2,B) = —f(E,E2). 
由 (57a, b) 得 到 ， 
f(A1, A2) = flanBEl + a2iF2, a12E1 + a22B2) = cfalla22 一 B12021) 


Q&11 012 
(21 {022 


其 中 常数 “的 值 为 


=€ det (Al, A:), (62a) 


c= f(E, E>). (62b) 
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所 以 ， 在 二 维 空间 中 ， 两 个 向 量 Al,A2 的 每 一 个 双 线性 交 夫 型 
同 具 有 列 向 量 A ,As 的 方 阵 的 行列 式 仅仅 相差 一 一 个 常数 因子 <. 

更 一 般 地 ， 两 个 维 向 量 Al, A 的 任何 一 个 双 线 性 交 神 型 都 
能 写成 


f(A1, A2) = 》 cykajtlaka， 


j,k=1 
其 中 
Ci 到 一 一 Cr Ci 一 0. 


将 下 标 仅仅 相差 一 个 对 换 的 项 组 合 起 来 ， 就 能 将 函数 f 表示 
成 二 阶 行列 式 的 线性 组 合 : 


f(Al, A2) = > Cjk (Qj10k2 一 Gp1072) 
睛 一 


Qj1l kl 


= Ci > 
7 dj2 Gk2 


地 kk 二 1 
j<k 


对 于 三 个 向 申 的 交替 函数 f, 我 们 有 关系 式 


(62c} 


f(A,B.C) 三 —f(B,A,C) 一 -fA,C,B) 
=_f(C,B,A). (63a) 


由 此 又 有 
FA,B,D) = f(B,C, A) = f(C, A, B). (63b) 


特别 是 ， 当 7 的 变 元 有 两 个 相等 时 ， 它 等 于 0. 设 Ai,Az,As 是 
(60b) 所 给 定 的 三 维 向 量 . 由 (58a, b), 向 量 A,B,C 的 一 般 三 线性 
交替 型 是 


3 
FAL A2 As)= 人 cjkrajlak2ar3。 


jh r= 1 
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这 里 ， 应 用 (63a, b) 便 有 
Cjkr = (EB;, Er, Er) = sjkrf (Ei, Ba, Ea), 
并 且 ， 如 时 jr 中 有 两 个 相等 ， 使 有 szxr = 0, 此 外 便 有 
e123 = 6231 = E912 = 1， 6213 = 2132 = sal = —l. (64a) 


应 用 (61b) 中 的 阔 数 #$ 的 这 个 性 质 ， 即 当 它 的 任何 两 个 变 元 交换 位 
团 时 函数 什 变 号 ， 我 们 就 得 人 到 关于 ejxr 的 简明 表达 式 


Ejjr = Sgn 和 (广大 了) = sgn tr — k)(r — DE — I). (64b) 
与 第 163 页 公式 (52a) 的 三 阶 行列 式 的 算式 相 比较 便 得 到 


Q11 A12 CI3 
Q21 022 42% 
R31 32 da33 


其 中 < = f(B1, Es, EB3) 是 一 个 常数 ， 于 是 我 们 得 到 与 二 维 情形 同样 
由 史 三 从 向 ArAe As 的 最 -的 二 狂人 理 同 有 有 
了 和 Ai Ae A 的 方术 人 公 相 大 个 要因 节 = 了 
很 显然 , 以 入 1, 六 a, As 作为 列 向 量 的 方 阵 的 三 阶 行列 式 就 是 那 唯一 
确定 的 “关于 ”向 量 1, 总 2, As 的 三 线性 交替 型 ， 它 当 Al, Az, As 
分 别 为 坐标 向 量 El, Ba, Bs 时 取 值 为 11. 

现在 已 很 清楚 ， 我 们 应 该 怎样 来 定义 高 阶 行列 式 了 . 设 a 是 具 
有 列 向 量 让 1, A2,… ,An 的 方 阵 


dy U2 ‘1n 
Bal O22 “(2mn 

入 二 。 . . |. (65a) 
nl na nn 


设 了 是 AL, As ,的 一 个 多 线性 交替 型 ， 于 是 了 由 (59a) 给 
出 ， 其 中 系数 cj,5.…i, 有 如 下 形式 
Ca 一 天 也 7， 瑟 J2， 机 E;, )， (65b) 
1) 最 后 一 个 条 件 表 东 单位 方 阵 的 行列 式 的 值 为 1 


了 (和 [和 3, 和 3] 一 ， (64c) 


并 且 当 交换 方 ,和 ,…, 训 中 任意 两 个 数 时 ， 它 改变 符号 ， 现 在 用 
B{T1, E23 “Pe) 表示 和 习 积 


Pb{L1, T2, 本 ,Tn) ={rn 一 Zn-1TH Zn 一 Zn—2) 机 {zn 一 Za](xn 一 Z1)} 
‘(Zn — Bn2) 1 一 一 人 1) 
“(23 -zaj(za — x1)(r2 — £1) 
= J (zz (685c) 


k=1.2,.…n 


了 < 大 


容易 着 出 多 是 数量 21,%2,… ,zn 的 一 个 交 堆 函数， 仅仅 当 这 些 数 
中 两 个 相等 时 它 才 为 零 ， 于 是 


enjoin 二 SBN Oj, jo, ,jn) (65d) 
是 刘 , 训 ,… ,jn 的 一 个 交替 西数 ， 它 仅仅 取 值 +1,0, -1. 对 于 取 值 
在 1,2,… ,7 的话 ,j2,… ,jn 队 非 数字 族 ,2,…,n 两 两 不 同 , 就 是 
说 ,除非 它们 构成 数字 1,2,…,n 的 一 个 排列 ， 我 们 就 有 6j1j5…is 二 0 
如 果 sp 加 三 十 1 大 们 就 称 六 ,jo2,… ,jn 是 1,2,…,n 的 一 个 偶 
排列 ; 如 果 sfjazm= 一 1 就 称 作 是 一 个 奇 排列 . 一 个 偶 排列 能 够 
通过 偶数 次 两 个 元 素 的 对 换 重 排 成 1,2,…,n 的 顺序 ， 一 个 奇 排列 


则 是 通过 奇数 次 的 这 种 对 换 . 
由 (65b), 显然 有 


Lyij2jn 一 Ey jr- jn f{Ei, Es, 四 ,En), (65e) 


我 们 定义 (65a) 中 方 阵 a 的 行列 式 为 


Wl CI2 fin 

G21 022 7 fan 
det (a}=| . . 。 

Qnl tr2 1 {nn 
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2 
S ,61 10j22 jan- (66a) 
J1jn=1 


于 是 有 结果 ，n 个 nn 维 向 量 A1,A2,… ,An 的 最 一 般 的 多 线性 交 
秋 轩 / 同 具 有 列 和 最 人 1,As ,A 的 计生 列 式 信 公 要 
个 常数 因子 c= fl, Ey, "0 ,BE.,). 


dd. 行列 式 的 主要 性 质 


公式 (66a) 给 出 了 n 阶 行列 式 表 成 它 的 个 元 素 aj 的 显 式 
展开 式 ， 只 计算 sj,j2…ji 不 为 零 的 项 ， 行 列 式 便 是 由 nt 个 项 构成 
的 关于 ajs 的 一 个 = 次 型 ， 每 一 项 ( 先 不 管 系数 sj,;…j, 二 土 1 是 

个 元 素 的 乘积 ， 它 们 分 别 属 于 不 同 的 行 和 列 ， 原 则 上 ， 对 于 元 素 
的 任何 给 定 值 ， 都 能 够 由 展开 式 计算 行列 式 的 值 ， 但 在 实际 上 , 为 
了 数 信 计算, 公式 要 用 到 的 项 太 多 了 (五 阶 行列 式 有 120 项 ，10 阶 
行列 式 有 3.628,800 项 ), 因而 大 们 设计 了 各 种 计算 行列 式 的 更 有 效 
的 方法 . 

行列 式 的 基本 性 质 已 经 包含 在 我 们 的 定义 中 了 , 这 就 是 把 它 作 
为 n 维 空间 中 个 向 量 Al, A2,:……, An 的 多 线性 交替 型 ， 如果 a 
表示 以 这 些 向 量 为 列 向 量 的 方 阵 ， 我 们 就 把 这 个 行列 式 记 为 


det {a) — det (A1, Az,..., An). 
二, 立即 椎 知 ， 加 时 变 办 方 攻 的 人 间 丙 列 .a 行列 区 
从 守 符 是 当 方 阵列 全 时 ， 它 了 和 或 等 于 季 和 
用 行列 式 分 别 对 于 每 “个 列 向 量 的 线性 性 质 ， 我 们 发 现 ， 用 一 个 
因子 和 乘 方 降 a 的 二 个 列 ,效果 相当 于 用 屠 方 际 a 的 行列 
式 .例如 
det (AAI Az,-.-, An) = Adet (Al, A2,.. ,An). (67a) 


1) 用 岗子 和 乘 m 阶 方 阵 入 的 所 有 的 元 案 ， 等 价 于 用 和 条 它 的 m 个 列 中 的 每 一 
列 ， 因 此 产生 的 结果 是 用 和 A" 乘 a 的 行列 式 。 即 det (Xa) = Adet (a). 
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特别 的 ， 取 入 = 0, 我 们 得 到 


det {0, Az,.., An) =0. (67b) 


当然 ， 这 同样 适用 于 其 他 的 列 ， 因 而 我 们 得 到 ， 如 果 方 阵 a 有 一 
列 为 零 向 量 , 它 的 行列 式 就 等 于 零 . 从 行列 式 的 多 线性 性 质 ， 我 们 
更 一 般 地 推 得 
det { 太 1 十 入 和 2, 访 2,.…… ,所 ,) 
=det (AA1, 访 2,:… ,入 nn) 十 入 det (六 2, 所 2,:… 入,) 
=det (Al, A2,: ,An), (67c) 


这 是 因为 方 阵 (和 Az, Az,… ,An) 有 两 个 全 同 的 列 . 一 般 地 ， 当 我 们 
将 方 际 a 的 茶 列 的 个 从 数 加 到 男 外 列 上 时 , 行列 的 信 丰 
变 人 

具有 根本 的 重要 性 的 是 行列 式 的 乘法 规则 ， 

两 个 " 险 方 降 。 与 的 和 各 的 行列 式 等 审 们 的 行列 的 


和 
det (ab) = det (a) ,det (b). (68a) 
用 元 素 写 出 ， 这 条 规则 具有 如 下 形式 : 


bh ba ‘bin 
bor bao + bon 
x _ 。 。 


Ql {12 or | 
Goal 29 1 Oin 


dnl dn2 “nn Br: bnz Dan 
C1t C12 Cin 
C21 C22 C2n 
= , (68b) 
Cr1 Cn2 “Cnn 


1) 显然 ,用 久子 入 乘 a 的 某 一 列 并 加 在 孩 列 上 ， 相 当 于 把 行列 式 的 值 乘 上 {1 十) 
售 . 
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其 中 


nn 
Cjk 一 ajybik 十 Qj282 十 … 十 Qndngk = >», Qjrbrk. (68c) 


一 上 

这 个 规则 是 行列 式 定 义 的 一 个 简单 推论 ， 设 c = ab 是 乘积 方 
隆 ， 我 们 计 方 性 a 保持 固定 而 考 煤 c 的 行列 式 对 b 的 依赖 性 .由 
(68c) 方 竹 < 的 第 个 列 向 量 

Ch = (CIky CR Cnk) 

有 元 素 cj, 它 是 方 阵 b 的 第 上 个 列 向 量 Bx 的 线性 型 . 由 此 推 知 ， 
当 方 阵 b 的 其 他 列 保持 固定 时 ，det (ce) 是 向 量 Bi 的 一 个 线性 型 . 
另外 ， 交 换 b 的 两 列 正式 好 对 应 着 交换 e 的 相应 列 . 因此 ， det (c) 
是 方 阵 b 的 列 向 量 的 一 个 多 线性 交替 型 ， 因 之 [ 见 第 184 页 ) 


det (c) = ydet (b), 
其 中 ? 是 det (e) 的 一 个 特殊 值 ， 相 当 于 特殊 情形 
Bl =E, Bs = 了 2 ,B = En, 
即 b 是 单位 方 隆 e 的 情形 现在， 取 b = e 则 显然 有 
c=ab=ae=a, 


因此 % = det (a). 这 就 让 明了 (68a). 
在 第 170 页 ， 我 们 把 通过 交换 矩阵 a 的 行 和 列 得 到 的 年 阵 定 
义 作 a 的 转角 矩阵 a .我们 有 一 个 出 乎 意外 的 事实 ， 即 -- 个 方 阵 


与 它 的 转 置 方 阵 具有 相等 的 行列 式 
det (a7) = det (a) (68d) 
或 
B11 Qt dl a a2 Qn 
Ql2 2 7 Qn2 21 O22 1 an 
- 。 .| 三 | . 。 。 |. (68e) 
Cn Ron “Ca nl dng 0'** Ups 
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对 于 mn = 2,3, 从 第 175 页 展开 式 (51a), (52a), 很 容易 验证 这 
个 恒等式 ， 对 于 一 般 的 n, 我 们 仅仅 提示 一 下 证 明 ， 它 能 够 建立 在 
det (a) 的 展开 式 (66a) 的 基础 上 .对 于 和 式 中 具有 非 零 系数 的 每 一 
项 ， 我 们 能 按照 第 一 个 下 标 重 排 因子 ， 使 得 


QN110j22 让 和 全 = 在 1 后 总 282 “Gnkn' 
其 中 hi, 妈 ,… ,kn 仍 形成 数字 1,2,-…,n 的 一 个 置换 3). 容易 证 明 
Ej1ja"jn 二 Ekkan hn 


(这 个 证 明和 留 给 读者 作为 练习 ). 因此 


nT 
det (a) 二 2, 所 和 ka ha lk Mok2a 人 = det (a). 
RL :kn =1 


公式 (68d) 的 一 个 直接 推论 是 ， 每 个 行列 式 能 够 看 作 它 的 行 向 量 的 
一 个 乡 夫人 性 交 赤 本 数 特 别 ， 当 交 二 列 式 拘 任意 本 和 时 , 
式 变 号 . 

乘法 规则 (68a) 说 的 是 ， 两 个 方 阵 ahb 的 行列 式 的 薪 积 等 于 
方 阵 ab 的 行列 式 ， 而 方 阵 ab 的 元 素 就 是 a 的 行 向 量 与 b 的 列 
向 量 的 数量 积 - 现在 我 们 利用 这 一 事实 ， _ 即 每 个 方 阵 ， a 的 行列 式 
等 于 它 的 行列 互 换 后 所 得 到 的 转 置 方 阵 at 的 行列 式 ， 由 此 推出 


det [al .det fb) = det (ar .det (b) = det (aTh) 
因此 ， 方 阵 wb 的 行列 式 的 对 积 也 等 了 方 隆 arb 的 行列 式 , 而 
wb 的 元 束 入 是 = 的 列 向 量 与 的 列 向 量 的 数 关 各 如 时 


a 二 (Al,A2,.…,An) 与 b = {Bi, By,.…,B.), 


1) 将 六 ;7 ,jn 当 作 把 集合 1,2,…,n 映射 到 它 自 身上 的 一 个 函数 ， 就 得 条 
jl ka， En 正好 是 它 的 反 函 数 ， 就 是 说 ， 方 程 六 = s 等 价 于 加 二 7. 


，188 . 


我 们 就 得 到 恒等式 


det (A1, A2,..…, An) .det (Bi1, Ba，…… 卫 ) 


Ai.:B: AI :By … A;.':B, 
上 .BA 了 .1-.. A;2.B, 

2 1 2 2 2 (68f) 
An:B1: 点 Br … 上 了- 


将 这 个 规则 直接 应 用 于 一 个 正 交 方 阵 a 由 于 黑 第 170 页 公 
式 (49 有 a 二 a7 或 aa” ==e, 使 立即 得 到 
det (aTa) = det (aT )det fa) = [det (a)]: 
= det {e)] = 1. 
网 此 焉 灾 方 陈 行 型 东 只 到 + 开本 个 信 这 个 结果 
何 解释 将 在 第 218 下 给 出 . 
6, 行列 式 对 线性 方程 组 的 应 用 


行列 式 提供 了 一 个 方便 的 工具 , 用 以 判定 m” 维 空间 中 7 个 向 量 
入 1, 2，,… ,An 何 和 时 是 相关 的 ， 这 也 等 价 于 判定 以 入 1, A2，.… ,入 ， 
为 列 向 量 的 方 阵 何 时 是 奇异 的 . 

二 个 太 际 是 奇异 的 必要 让 分 条 件 是 它 的 行列 式 等 了 等 

先 设 & 为 一 个 奇异 方 阵 ， 于 是 列 向 量 A1, A2a,……,An 是 相关 
的 ， 因 此 ， 有 一 个 列 向 量 ， 璧 如 说 A1, 相关 于 其 他 向 量 : 


入 1 = 和 和 3 十 3 盘 3 十 :十 AnAAn. 
由 行列 式 的 多 线性 性 ， 便 有 


det {a) =det (AaA2 + XaAs 二 .十 AnAn, 2, Ba ,An) 
一 人 2Qet (各 2， 起 1,-……， An) 十 Aadet {As， ,AA3,-…， A,) 
十 …， + Andet (An,Az, ,An) 三 0， 
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因为 这 些 方 阵 的 每 一 个 都 有 一 个 重复 列 1). 
反之 ， 如 果 a 是 非 奇 异 的 ， 则 存在 (看 第 168 页 ) a 的 一 个 道 
竹 阵 b=a 使 


ab 一 e， 
其 中 e 为 单位 方 阵 ， 由 行列 式 的 乘法 规则 得 到 
det (al ' det (b} = det (e) = 1, 


因此 det (a) 关 0， 这 就 证 明了 方 阵 a 是 奇异 的 充分 必要 条 件 为 
det {a) = 0. 
现在 我 们 考 起 对 应 于 方 阵 a 的 线性 方程 组 


Q11T1 十 G202 二 十 GinTn = i, 


Q21%1 十 G2272 十 … 十 G2nTn 一 纺 ， (69a) 


GniTl 十 Gn2Ts 十 … 十 QnrnmEn = Yn. 
按照 第 150 页 的 讨论 ， 我 们 必须 区 分 两 种 情形; 
(1) det (ah 天 0, (2) det (a} = 0. 
在 情形 (1) 中 ， 方 程 组 (69a) 对 于 每 一 组 岂 , yz,… ,yn 有 唯一 的 一 
组 解 ， 在 情形 (2) 中 ， 不 总 是 存在 一 组 解 ， 而 且 即 使 有 解 也 决 不 是 
瞧 一 的 .现在 们 助 于 行列 式 ， 我 们 不 仅 有 一 种 明显 的 检验 法 来 区 分 
这 两 种 情形 ， 并 且 还 将 在 情形 (1) 中 求 得 计算 解 的 方法 ， 引 进 向 量 


Y= (t,o , Yn) 
我 们 能 把 方程 组 (69a) 写成 这 个 形式 


TIAI 十 2 及- 十 …… 十 TFT 由- 一 到， (69b} 


1) 更 一 般 地 ， 这 个 论证 吉明， 当 mm > zn 时 ， nn 维 空 间 中 mm 个 向 量 的 多 线性 交 检 
型 恒 锋 于 零 ， 央 为 这 时 这 mm 个 向 量 必 定 是 相关 的 , 
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其 中 Aj 为 方 阵 a 的 列 向 量 . 于 是 有 


det (Y, A2, As,...,An) 
一 det (zl 由 十 yo 由 3 十 十 Tn 胡 及 2, 丰 3 和) 
二 Zidet (入 1 让 2; 访 3 入 11) 十 2det ( 太 2, A2, 及 3，.…… An) 

十 Tadet (入 3 入 2 入 3 让 0 二 … 十 Zndet (六 站 2, 入 3，"……， 入 n) 
一 zldet (Ai, A2, A ,An), 


并 且 类 似 地 有 
det (Al, Y,As, "0 ;二 ) 三 Zodet (AI 4 A2, 机 ) 息 n]， 
等 等 . 如 果 方 阵 a 是 非 奇 异 的 ， 我 们 就 能 用 它 的 行列 式 去 除 ， 并 且 


得 到 解 的 行列 式 表 示 ; 


_ det (Y, Az,'..,An) zo = det (Al,Y,..:, An) . 
人 


Z1 
_ det (1, A2,: :YY) 

和 det (Al, A,, oy i) “ 

这 就 是 关于 解 n 个 未 知 数 、 ”个 线性 方程 的 方程 组 的 克拉 默 法 
则 , 


Tr 


练 习 2.3 


1. 计算 下 铬 的 行列 式 


3 4 5 1 11 
(ajl4 5 6|， (pl 2 4|， 
567 1 3 9 
1 1 1 1 x 1 
{c)|2 3 4 (Diy 纺 
3 -1 7 1 > 好 
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2. 求 出 a,bc 之 间 必 定 存在 的 关系 ， 使 得 方程 组 
3Z 十 4 十 5z 一 在 
4Z 十 59 十 6z 一 是 
5Y 十 6 十 72 一 

可 以 有 一 组 解 . 
3, (a) 验证 单位 方 阵 的 行列 式 为 1. 
(b) 和 证明， 如 果 a 是 非 奇异 的 方 隆 ， 则 有 
det (a™1) = 1/det (a). 


4. 求 下 列 e 之 值 
(a) es21，(bj eal143，(c) £4231, (d) £54321: 
5. 考虑 这 样 两 个 手续 : (1) 交换 两 行 或 两 列 ， (2) 把 某 行 (或 
列 ) 的 一 个 倍数 加 到 另 一 行 (或 列 }. 证 明 仅 仅 重 复 运用 这 两 个 手续 
便 能 把 行列 式 
d 
g 


Tm 
mh" nN 


化 成 这 个 形式 


x 0 
0 8 
0 0 ~ 

6. 如 果 方 阵 a 的 元 素 aiz = 0, 只 要 i 关 7 则 称 a 为 一 个 对 角 
方 阵 . 证明 n x n 对 前 方 阵 (asij) 的 行列 式 等 于 乘积 &11422 … -ann- 

7. 方 阵 (aij) 称 为 一 个 上 三 角 方 阵 ， 如 果 了 < 时 有 ai = 0. 
证 明 | 


已 局 


det (ai 让 = 11022 "Fnn- 


8. 计算 
1 xz 22 
(a) |1 vy |, 
1 z 到 


- 192 - 


21 3! 4! 
31 4 58! 


1 21 3 机 


1! 24 3! 
{b) | 


2! 3 ! 
(dar a 5 el 
4 5 6 7! 
9. 解 方程 给 
2z 一 3 十 4z 王 4 
47 — gy + 16z = 10, 
8zr 一 27y + 64z = 34. 


10. 通过 行列 式 


相 乘 ， 证 明 恒 等 式 
(a2 十 到 )jfc2 + d?) = (ac + bd)? + {be — ad)?. 


11. 设 和 A= 人 十 沪 十 型 , B= wy 十 9z 十 zz, 证明 


B A BB 
D=|B B A|l=(r + +2 — dryze)?. 
A BB 
12. 证 明 
在 十 完 a 二 人 0 二 + 人 a 二 zt 
A = 让 十 党 权 十 下 二 对 a 二 区 


让 十 和 biw #3 二 名 十 囊 
b+m b+ b+x t+ 


具有 形式 十 Bz, 其 中 4B 与 zx 无关 斌 给 x 以 特定 的 值 来 证 明 
A= Ob) Bf- 
an—b 


3 b— 还 了 
其 中 
fF) = (tt) (ta tts ~ Pt —t). 


- 193 : 


13. 证 明 向 量 A,B 的 任何 一 个 双 线 性 型 了 都 可 以 写成 
(cB) = (cTA).B 
14. 证 明 ， 一 个 非 奇异 的 仿 射 变换 将 每 个 二 次 曲面 
ar? +t by ?+cez + dry+erst fyzt+grthyt+ 认 +ij=0 
映 到 另 一 个 二 次 曲面 . 
15. 如 果 这 三 个 行列 式 


C1 02 
by bol" 


不 全 为 零 ， 则 方程 组 


hh bh 


"jer C2 


a 2 
Cr C2 


art+azy=d, 
biz + boy = €, 
cr+cay=f 


存在 一 级 解 的 必要 充分 条 件 是 


他 1 02 
b ba 它 


cl ca Ff 


D= 


16. 叙述 两 条 直线 
T=ati+h, y=0t+b, z= atbs 


与 
Zz 二 Ct 十 出， Y= cot + da, z=cat+ds 


相交 或 平行 的 条 件 . 
17. 不 管 展 开 式 (66a) 中 每 一 项 的 因子 是 按照 它们 的 第 一 个 或 
第 二 个 下 标 排 序 ， 即 
在 和 1 人 各 2 人 Jr = Olkr G2k2s “Tnkn + 
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总 有 
所 和 ji 
由 此 证 明 (68d). 
18. 证 明 仿 射 变换 
2 =ar+by+ez 
y=dzsi+eyt+fz 
z = gr hy kz 


保持 至 少 -- 个 方向 不 改变 . 
2.4 ”行列 式 的 几何 解释 


a. 向 量 积 与 三 维 空间 中 平行 六 面体 的 体积 


在 第 一 卷 第 431 页 我 们 把 两 个 平 而 向量 A = (a1,a2) 与 B= 
(b1,b2) 的 交叉 积 定义 为 数量 


AxB-=ab— hh. (70a) 


这 个 数量 的 绝对 值 |A x B| 是 以 三, 只, 忆 为 顶点 的 三 角形 的 面积 
的 两 倍 ， 其 中 A = 轧 甩 , B = 忆 肪 . 我 们 称 |A x B| 为 由 向 量 入 
与 B 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 这 个 平行 中 这 形 有 相继 项 点 
记 , P,Q, 己 . A x B 的 符号 决定 了 平行 四 边 形 的 定向 0. 引用 行列 
式 的 记号 ， 交 叉 积 有 这 样 的 形式 : 


al 加 


外 x 瑟 一 ao bo 


= det (A,B). (70D) 


因此 ， ldec (A,B)| 能 几何 地 解释 为 由 向 量 A,B 所 张 成 的 平行 四 
边 形 的 面积 .我 们 将 建立 关于 高 阶 行列 式 的 类 似 的 解释 . 


1) 如 果 项 点 顺 次 序 的 定向 ( 反 时 什 或 顺 时 外) 与 “学 杯 让 方形 ”的 相 维 项 点 (00 
(0), (1, 1 [0, 1 的 定向 是 一 样 的 ， 就 有 A x 
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对 于 三 维 空间 的 三 个 问 量 A = (a1,62,03), B = (5,bx, bs), 
C = (ci1,c2,c3); 可 自然 地 作 三 阶 行列 式 


a b C1 
det (A, B,C) = 2 bo c2|. 


aa ba ca 
写成 向 量 C 的 线性 型 ， 从 {52a) 我 们 有 


det (A, B,C) = (azba 一 a3ba)e1 + (es 一 a1ba)ecz 十 (ait — azbi)cs 


=2Z:O, (71a) 

其 中 名 == (为 ,z2, 如) 是 具有 下 列 分 量 的 向 量 : 

2 = 02bs 一 asba = a ， 

2 = asbi 一 aibs = a ; {71b) 

zs = Qibs 一 G281 一 a p 。 
我 们 称 向 量 2 是 向 量 A,B 的 “向 量 积 ”或 “交叉 积 ", 并 写作 

Z=AxB. 

于 蚌 由 定义 有 

det (A,B,C) = (A x B)}.C. (71c) 
由 于 有 这 个 公式 ， 有 时 把 数量 det (A,B,C) 叫 作 和 ,B,C 的 三 重 
向 量 积 . 


向 量 名 = A x B 的 分 量 2 本 身 就 是 二 阶 行列 式 ， 因 而 是 向 量 
全, 卫 的 双 线 性 变 替 型 ， 由 此 立即 推出 关于 向 量 乘法 的 规则 


GA xB)=Ax (NB)=AAxB), (72a) 
1 两 个 三 如 向 量 的 交叉 积 仍 是 一 个 向 量 , 这 与 二 维 向 重 的 交叉 积 不 同 ， 也 与 任何 
维 教 向 量 的 数量 积 不 同 (都 是 数量 )， 
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(A’'+A")xB=A'xB+A’”xB, (72b,) 
Ax{B +B")=AxB +AxB', 
AxB=-BxA. (72c) 


关系 式 (72c) 可 称 为 乘法 的 “ 负 交 换 律 ". 它 有 重要 的 推论 : 
让 x 入 二 0, 对 于 所 有 的 AA. (72d) 
要 一 地 地， 向 生 积 x 特等 当 昌 仅 当 人 与 有 相关 
的 ， 因为 由 (71c), 关系 式 Ax B =0 等 价 于 


det [A,B,C) =0 对 于 所 有 的 CC， 


或 者 说 (看 第 189 页 ), 对 于 所 有 的 C 而 言 ， 和 ,B.C 都 是 相关 的 . 
然而 ， 我 们 总 能 找到 一 个 向 量 C, 它 对 于 A,B 是 无 关 的 {看 第 150 
页 ); 所 以 A, B,C 的 相关 性 隐 舍 着 A 与 B 是 相关 的 . 
向 量 积 六 x B 是 垂直 于 A 与 B 的 ， 因 为 由 (71c) 有 
(A x B):A=det(A,B,A)=0, 


(72e) 
(A x B).B= det(A,B,B) = 0. 


因此 ， 对 于 无 关 的 向 量 A = 丙 凡 与 B = 两 加 ,它们 所 张 成 的 平面 
oP. 有 了 两 个 垂直 方向 ， A x B 是 其 中 之 --， 向 量 A x B 的 长 
度 同 样 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， 由 {7ib), 我 们 有 
IA x B|: = (a2bs — 43b2)? + (aab — aibs) + (a1bs — azb1)? 

= (二 2 十 2)( 扩 十 构 十 3) 一 (aib1 十 qzbz + oaba)” 

=|APIBP — (A.B) 分， (72f) 
利用 

A.:B=|AIBlcos”y 


了 ) 从 这 个 恒等式 可 附带 地 直接 证 明 柯 西 - 施 瑟 菊 不 等 式 | 和 .也 | < |AIIB| (看 第 
143 页 ). 它 还 握 供 另外 一 项 知识 ， 就 是 当 且 仅 当 入 ,BB 相关 时 等 号 成 均 . 
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这 个 事实 ， 其 中 Y 是 A 与 B 的 方向 之 间 的 夹 角 (看 第 141 页 公式 
{14)), 我 们 由 (72f) 得 到 


IA x B|= VIAPIBE -IAPIBP co = |AllBlsin?. 


对 于 A = 可 户 , B = 酝 蕊 ,我们 有 从 直线 三 到 点 瑟 的 距离 (图 
2.6) |B|siny (> 取 0 和 7 之 间 的 一 个 值 ). 因此 (与 二 维 情形 正好 一 
样 ), 量 |A xB| 给 出 由 A 与 B 所“ 张 成 "具有 顶点 局 ,P,Q, 忆 的 
平行 四边 形 的 面积 ， 或 说 是 以 P, Pi, 马 为 顶点 的 三 角形 面积 的 两 
倍 . 


2.6 ”两 个 向 最 ,BB 所 张 的 平行 四 边 形 的 面积 |A x Bi 


向 量 积 Ax B = (z1, 双 ;加 ) 的 每 个 分 量 也 能 够 从 几何 上 解释 . 
例如 ， 表 达 式 


2a = G1by 一 03 六 


恰好 是 二 维 向 量 (al,as) 与 (1, 妈 ) 的 交叉 积 [ 填 (70aj]. 如 果 瑟 有 
学 标 各 ,名 ,名 则 在 (zizs) 平面 上 具有 顶点 (&1,62), (£1 十 a1,52 十 
oa, (6&1 十 a 十 bi;é2 十 a2 十 如 ), (6&1 十 如 ,2 十 加 ) 的 平行 四 边 形 的 而 
积 就 是 |zs|. 这 个 平行 四 边 形 恰好 是 向 量 A,B 在 空间 中 所 张 成 的 
以 而, 已 ,Q, 严 为 顶点 的 平行 四 边 形 在 (zk; zz) 平面 上 的 投影 (看 
图 2.7), 如 果 A x B 有 方向 余弦 cos 有 i,cos pa, cos pa, 我 们 有 (看 第 
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/ Wd 


如 
图 2.7 向 量 积 色 x B = (21,22,z3) 的 分 最 解释 为 摧 影 面积 


139 页 (9)) 
lz3|= |A x Bl cos Bsl. 
因此 ，cos 多 给 出 了 A,B 所 张 成 的 平行 四 边 形 在 (z1,x2) 平面 投影 
的 面积 相对 于 人 它 自 身 的 面积 之 比 . 这 里 房 是 as 轴 与 经 过 有 瑟 , 户 , 殊 
的 平面 的 法 线 之 间 的 夹 角 ， 当 然 ， 这 个 角度 与 包含 A,B 所 张 成 的 
平行 四 边 形 的 平面 与 (z1,z2) 平面 之 阿 的 夹 角 是 相同 的 1 
如 果 A = 及 及 与 B= 本 凡是 无 关 的 向 量 ， 我 们 有 
AxB= BF 


其 中 点 如 位 于 经 过 刻 而 垂直 于 平面 记忆 B 的 直线 上 ， 并 且 与 囊 
的 距离 是 三 角形 瑟瑟 面积 的 两 倍 ， 这 几乎 唯一 地 确定 了 RR. 具 
有 这 样 性 质 的 点 只 有 两 个 ， 位 于 该 平面 的 两 边 ， 这 两 个 点 中 究竟 哪 
一 个 是 向 量 A x B = 为 并 的 末 点 已 能 用 下 而 的 “连续 人 性" 论点 来 
确定 ， 因 为 向 量 积 A x B 的 分 量 是 向 量 A,B 的 双 线 性 前 数 ， 所 以 
向 量 积 A x B 连续 地 依赖 于 A,B. 于 是 ， 只 要 


AxBz0, 


1) 一 般 地 ， 一 个 平面 图 形 在 第 二 个 平面 上 的 投影 的 面积 等 于 原来 辕 形 的 面积 与 这 
两 个 平面 之 间 夹 角 的 余 落 之 积 。 当 我 们 讨论 积分 变换 时， 就 会 骨 白 这 一 点 . 


就 是 说 只 要 A 与 B 保持 不 变 成 Q 或 平行 ， 则 A x B 的 方向 也 
就 连续 地 依赖 于 A,B. 我 们 总 能 按照 如 下 方式 连续 地 变动 这 两 个 
向 量 A 与 B, 使 它们 决 不 为 O 或 平行 ， 直 到 最 后 A 与 坐标 向 量 
El = (1,0,0) 重合 ， BB 与 坐标 向 量 Ez = (0,1,0) 重合 ， 这 等 于 把 
三 角形 三 只 忆 连续 地 非 退 化 地 变形 ， 使 得 局 变 到 原点 ， 而 五 与 
脏 分 别 变 到 正 ri 轴 与 正 z2 轴 上 原点 距离 为 1 的 点 ， 在 这 个 过 程 
中 ， 经 过 丁 而 垂直 于 平面 PPP 的 直线 上 的 点 忆 并 不 穿 过 该 平 
面 . 现在 ， 由 (71b) 有 


E x Ez = (0,0,1) = Es. 


在 常用 药 “ 右 手 ” 怪 标 系 中 ， Es 是 垂直 于 Ei 和 也 并 且 按 照 如 下 
方式 来 确定 的 ， 即 从 (0,0,1) 看 去 ， Ei 关于 rs 辅 逆 时 针 旋 转 90? 
就 到 达 Es. 于 是 ， 一 般 地 ， 如 果 我 们 的 坐标 系 是 右手 系 ， 


AxB= EE 


的 方向 就 是 这 样 确定 的 ， 即 从 忌 看 时 ， 向 量 A = 后 及 关于 直线 
矶 六 道 时 针 旋转 一 个 位 于 0 与 7 之 间 的 角度 7 就 到 达 B = 马 忆 
(图 2.9). 类 似 地 ， 在 左手 坐标 系 中 ， 从 (0,0,1) 看 去 Ei 是 顺 时 针 旋 
转 90e 到 达 Ez, 同样 从 A x B = 琴 训 的 未 点 R 看 去 从 和 到 也 
也 是 这 样 旋转 . 
一 般 地 ， 三 个 无 关 向 量 A,B,C 的 有 序 组 定义 一 个 确定 的 指 
站 = BB, B= BB, C= BB, 


我 们 总 能 在 平面 RPP 内 将 A 的 方向 转动 一 个 0 到 之 间 的 第 
度 而 达到 B 的 方向 、 从 向 量 C 指向 的 平面 BB 的 一 侧 来 看 ， 

旋转 所 具有 的 定向 就 定义 作 三 重组 A, B,C 的 定向 ( 顺 时 针 或 送 时 
从 三 重组 ,A.C 有 相 原 的 定向， 三 重组 A,B,A x 与 


1) 这 同一 类 型 定向 的 方式 也 确定 着 左手 螺 族 与 右手 螺 施 之 间 的 区 别 .一 个 螺 旗 运动 
是 由 绍 效 一 个 轴 的 平移 与 关于 这 个 轴 约 旋 特 所 组 成 的 ， 这 两 种 类 型 媒 旋 的 区 别 取决 于 ， 
当 从 轴 的 平移 进行 的 方向 看 去 时 ， 该 旋转 所 具有 的 定向 【 顺 时 针 或 遂 时 针 小 
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标 向 量 Ei, Ez, Es 的 方向 永远 


: 季 
* 芭 
可 


图 2,8 右手 堂 标 系 中 的 向 最 积 入 x B 
如 果 三 重组 A,B,C 与 坐标 向 量 的 三 重组 Ei, Bz, Es 有 同样 的 
定向 , 我 们 就 称 三 重组 A, B,C 相对 于 (zi,za, za) 坐标 系 有 正 向 ; 
如 果 有 相反 的 方向 ， 就 称 之 为 负 向 . 三 重组 A,B,C 有 正 向 的 必 
要 充分 条 件 是 


det (A,B,C) > 0. (73) 
因为 关系 式 (73) 意味 着 
(AxB)-.C>0, 
也 就 是 说 ， 向 量 A x B 的 方向 与 向 量 忆 的 方向 作成 一 个 锐角 . 车 


令 
A=RBPBP, B=DB, C=hD, 


则 妨 xB 垂直 于 平面 包 P 户 ,而 这 隐 舍 着 向 量 态 xB 与 向 量 忆 指 
向 平面 的 同一 侧 ， 因此， ,B,C 与 A,B, A x B 有 相同 的 定向 ， 
这 就 是 Ei, By, Es 的 定向 ， 
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三 个 无 关 的 向 量 A,B,C, 当 给 定 同一 个 起 点 时， 它们 “ 张 

一 个 确定 的 平行 六 面体 , 它 以 A,B,C 的 末 点 为 相 邻 于 世 的 顶 
点 . 按照 三 重组 ,B,C 的 定向 , 我 们 称 平行 六 面体 对 于 (zi zx2, 53) 
化 标 系 而 言 有 正 向 或 负 向 . 交换 向 重 A, B,C 中 的 任意 两 个 就 改变 
了 它们 所 张 成 的 平行 六 面体 的 定向 2. 


图 2.9 ”平行 六 面体 的 体积 Y= 1A x Bh 


设 8 是 向 量 C 与 A xB 的 方向 所 构成 的 角度 由 (71c) 有 
det (A,B,C) =|A x B||C|cost. (74a) 


由 于 AxB 垂直 于 平面 局 总 忆 , 直线 号 名 与 平面 BB 之 间 的 
夹 角 是 一 8. 因此， 点 成 到 平面 BBP 的 距离 是 


h= |Cllcos8| = cl 


sin (5 — 9) | (74b) 
这 是 平行 六 面体 轧 - 甩 咏 马 的 高 度 . 因为 平行 六 面体 的 体积 V 等 
于 它 的 一 个 面 的 面积 |A& x B| 乘 上 对 应 的 商 h, 我 们 从 (74a, b) 得 
和 =|A x Blh = |det (A, B,C)|. (74c) 
用 放 玉 说， 三 个 向 量 ABC 所 区 笠 行 六 硬 体 风 休 等 
Ac 罗列 之 方 了 的 和 列 式 人 和 对 人 .因此 eer(A.) 
”1) 平行 六 面体 的 定向 可 具体 化 为 里 予 平行 六 面体 的 每 个 面 一 种 定向 《 即 规定 每 个 


面 的 边界 多 边 形 的 一 个 指向 ), 使 得 两 个 相 邻 的 面 的 公共 楼 按照 两 个 醒 上 的 定向 而 具有 
相反 的 指向 ， 如 果 对 于 单独 一 个 面 的 一 个 楼 确定 了 拱 向 ， 则 各 面 的 定向 都 被 唯一 地 确定 


了 .对 于 A,B,C 所 张 二 的 全 六 而 体 的 定向 来 PoP 作为 现成 与 两 岂 所 张 
的 面 的 一 个 楼 其 指南 是 从 Po 到 Pl (看 图 2. 
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的 值 同时 确定 了 由 A, B,C 所 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 及 其 定向 . 
我 们 用 如 下 公式 来 表达 这 个 事实 


det (A,B, CO) = eV, (74) 
其 中 VY 是 由 ,B,C 所 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 ， 并 且 当 这 个 平 


行 六 面体 相对 于 (z1,22,23) 坐标 系 有 正 的 定向 时 。 = +1, 而 有 负 
的 定向 时 = 一 1. 


b. 行列 式 关 于 一 列 的 展开 式 ， 高 维 向 量 积 


仅仅 在 三 维 空间 中 , 我 们 能 定义 两 个 向 量 A,B 的 一 个 飞 积 入 x 
B 仍 为 一 个 向 量 下 在 n 维 空 间 中 最 密切 的 模拟 也 许 是 "一 1 个 向 
量 的 “向 量 积 ”. 试 在 ” 维 空间 中 取 n 个 向 量 


和 1 一 (a11; ~“ ;Gn1), ” :A 三 {aln， ~ tnn). 


我 们 能 够 作出 以 这 些 向 量 为 列 向 量 的 方 阵 的 行列 式 , 它 是 最 后 一 个 
间 量 A 的 线性 型 ， 因 而 能 写成 一 个 数量 积 


det {Ail ,An) = Zi01n 十 202n 十 十 Zhinn 
其 中 向 量 Z2 = (z1, 22,… ,zn) 仅仅 依赖 于 前 m 一 1 个 向 量 六 1, 太 2,………， 
An_1. 显然 ， ZzZ 关于 六 1 AAz,- "" ;六 nl 中 的 每 一 个 都 分 别 是 线性 
的 并 且 是 交 圭 的 . 我 们 可 以 称 呈 为 Ail,Az,… ,mn-1 的 向 量 积 并 
记 作 
名 二 二 1 X Az XX A 1. (76) 
申 (75) 清楚 地 看 出 : 


ZAl=Z. A 一 … 一 .Ai 一 0; 
下放 式 和, 呈 所 的 平面 之 外 定义 一 个 第 = 


向 重 局 来 与 入 ,也 联系 ， 就 是 说 ， 不 能 通过 一 个 作 图 法 由 和 A, BB 唯一 地 确定 一 个 向 量 
C, 使 其 在 刚体 运动 下 不 变 ， 
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可 见 与 三 维 的 情形 一 样 ，n 一 1 个 向 量 的 向 量 积 与 这 n—l 个 向 量 
的 每 一 -个 都 是 正 交 的 . 我 们 不 久 将 看 到 这 向 量 积 的 长 度 也 可 以 几 
何 地 解释 为 向 量 Ai ,As ;和 wn-1 所 张 成 的 定向 的 n 一 1 维 平行 多 
面体 的 体积 . 

与 三 维 揭 情 形 一样 ， 2Z 的 分 量 能 写成 类 似 于 公式 (71b) 的 行 
列 式 . 让 我 们 先 对 Z 的 分 量 z 导出 这 样 一 个 行列 式 的 表达 式 ， 由 
(75) 有 

zn = ZEn = det (M1,..., An_1, En), 
其 中 
E, 一 (0,… ,0, 1) 

是 第 % 个 举 标 向 量 ， 在 第 185 页 关于 行列 式 的 一 般 展 开 公式 (66a) 
中 取 A 一 E,,, 这 等 于 将 每 一 项 的 最 后 一 个 因子 Qjnn 换 成 1 当 
jn=n 时 ; 换 成 小 当 jn * 7 时 . 对 于 jn = n, 系数 让 和 总 等 
于 0, 除非 二, 和 2,… ,jm-1 是 1,2,…,mn 一 1 的 一 个 排列 .而 在 这 种 
情形 ， 系 数 (65c, d) 就 变 成 


ER-jn js = Ejrsin-in = SEn GF, , jn1;n) 
= sgn (一 加 -一 和) 
二 Sgn 个， 7 加 1) EjLjn 1 


于 是 由 (66a) 得 到 


n—l 
Zn 二 》 Ejrj2min -10 1 Oj22 Cj 全 一 1 
EE 
| al De: 5 dln-l 
G21 022 机 G2n~—l 
= ， . ， . (77a) 
Cn-ijl On-1)2 dni) (ni) 


可 见 ， za 等 于 从 方 阵 (A1, A2,… ,入 wn) 中 去 掉 最 后 一 行 最 后 一 列 
所 得 到 的 行列 式 . 一 般 地 ， 人 们 把 从 一 个 方 阵 a 去 掉 它 的 一 些 行 和 
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列 ， 而 保持 剩 下 元 素 的 相对 位 置 ， 所 得 到 的 方 阵 的 行列 式 定义 作 抱 
阵 a 的 一 个 子 式 . 一 个 方 阵 a 的 一 个 元 素 Qjk 的 余子 式 便 是 从 a 


中 去 掉包 含 ajs “的 行 和 列 所 得 到 的 行列 式 , 这 样 ， 2 就 等 于 Qnn 
的 余子 式 . 


向 量 2 的 其 他 分 量 都 有 类 似 的 表示 式 . 例如 ， 由 (75) 我 们 有 
Zn—l 一 det {Al, 机 ;An_1, En_1). 


为 要 计算 这 个 行列 式 ， 我 们 交换 它 的 最 后 两 行使 得 行列 式 变 号 (看 
第 188 页 ). 这 样 ， 最 后 一 列 的 Es-1 就 变 成 了 Bm, 因而 由 我 们 前 面 
的 结果 就 发 现 ， 一 z4_1 等 于 从 新 第 阵 中 去 掉 最 后 一 行 最 后 一 列 所 
得 到 的 行列 式 ， 或 者 等 价 地 说 ， 它 等 于 原来 方 阵 中 an -tn 的 余子 
式 ， 类 似 地 ， 对 于 每 一 个 i(= 1,2,…,n) 而 言 ， 土 %: 等 于 元 素 az 
的 余子 式 ， 其 中 正 号 对 应 着 n 一 i 为 偶数 ， 负 号 对 应 着 n 一 i 为 奇 
数 . 

这 样 ， 公 式 (75) 就 成 为 一 个 n 阶 行列 式 按 其 最 后 一 列 元 素 及 
其 对 应 的 (n 一 1) 阶 余子 式 相 习 相 加 组 成 的 展开 式 . 例如 对 于 "= 4 
我 们 有 


A1l CI2 Gi3 G14 
tal a2 W229 WN24 
31 {3 (33 (34 
04l W427 43 (44 


(21  C23 023 
?31 Gag2 {33 
G41 0Q42 C43 


CiL G12 Q13 
dsl G32 33 
Mal Qa2 G43 


十 G2d 


a1l G2 C13 
Go21 W222 U23 
al G42 A43 


| G11 di12 0Q13 
十 Gd444G21 QA 023 
A31 032 4033 


一 0 


(77b) 


适当 作 殉 与 列 之 间 的 交换 , 我 们 能 够 得 到 一 个 行列 式 按 其 任意 
一 个 给 定 列 的 元 素 的 余子 式 的 展开 式 ， 正 如 我 们 在 下 节 将 要 看 到 
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的 ,这 种 类 型 的 展开 式 在 很 多 替 涉 到 空间 维 孝 的 归纳 法 的 证 明 中 都 
起 了 作用 . 


c. 高 维 空间 中 的 平行 四 边 形 的 面积 与 平行 多 面体 的 体积 

空间 曲面 能 看 成 是 由 无 限 小 的 平行 四 边 形 构成 的 , 譬如 曲面 面 
积 公式 和 曲面 积分 公式 就 要 求 有 空间 平行 四 边 形 面 积 的 表达 式 的 
知识 ， 类 似 地 ， 体 积 公式 或 流 形 上 的 体积 积分 公式 必须 建立 在 高 维 
平行 多 面体 体积 的 表达 式 上 . 这 种 表达 式 能 容易 地 借助 于 行列 式 以 


最 大 的 一 般 性 推导 出 来 . 
同 向 贡 有 联系 的 基本 量 是 两 个 向 量 


名 三 {a1, 042, *: ,Qn) 和 B 三 (b1, b2, "0 , bn) 
的 数 重 积 ， 这 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 由 下 式 给 出 ， 
A.B=ab +abs t+- + anb,. 


虽然 A 与 BB 的 各 个 分 量 ui 与 bx 都 依赖 于 所 用 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 
但 数量 积 却 具有 一 种 独立 的 几何 意义 : 

A.:B=|AIBlcos’, 
其 中 | 入 |,1B| 分 别 是 向 量 A,B 的 长 度 ， 而 Y 是 它们 之 间 的 夹 角 . 
由 此 推出 任何 能 表 成 数量 积 的 量具 有 一 种 不 变 的 几何 意义 ， 因 而 


与 所 使 用 的 特殊 的 笛 卡 儿 坐 标 系 无 关 . 
能 用 数量 积 表示 的 最 简单 的 量 是 两 点 PB, PP 之 间 的 距离 ， 它 
是 向 量 A = 两 为 的 长 度 ， 该 距离 的 平方 就 是 


IA =A.A. (78a) 


对 于 维 空间 中 的 两 个 向 量 A 与 B, 如 果 给 定 它们 以 -个 公共 的 起 
点 ,我 们 就 能 把 它们 联系 到 它们 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 
设 和 = 琴 户 , B = 轧 及 . 则 它们 张 成 一 个 平行 四 边 形 RPIQPP, 以 - 
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五 和 忆 作为 顶点 的 相 邻 项 点。 由 初等 几何 知 ， 这 平行 四 边 形 
的 面积 a 等 于 邻 边 长 度 的 乘积 乘 以 它们 夹 角 的 正弦 


ca=|AllBlsiny = VIAP .BP - [APB cos?Y 
= VIARIBE ~ (A By, 
如 同 对 于 n = 3 的 特殊 情形 我 们 在 第 195 页 求 得 的 一 样 .对 于 面积 
a 的 这 个 公式 ， 我 们 能 用 行列 式 的 形式 把 a 的 平方 写 得 更 漂亮 些 


不. 有 A:B 


oe =(A-.A)(B-.B)-{(A-.B)(B.A)=|p.s B.B 


| (78b) 
上 式 右边 出 现 的 行列 式 叫 作 向 量 A,B 的 格拉 姆 行列 式 并 且 用 
FT(A,B) 表示 ， 从 推导 清楚 地 有 

rT(A,B)>0 


对 于 所 有 的 向 量 4,B 成 立 ， 并 且 仅 当 A,B 相关 时 等 号 成 立 . 
对 于 维 空间 中 三 个 向 时 人. B.C 成 的 平行 六 而 体 人 体积 
的 平方 ， 我 们 能 推导 出 类 似 的 表达 式 ， 我 们 将 向 量 表 成 如 下 形式 
A=BR, B=RE, C=RR, 


并 且 考 虑 以 号 , 户 , 忆 为 馈 相 邻 顶点 的 平行 六 面体 ， 它 的 体积 V 
能 够 定义 为 它 的 一 个 面 的 面积 a 与 对 应 高 线 长 h 的 乘积 ， 选 择 = 
是 向 量 A,B 所 张 成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， hh 表示 点 户 到 经 过 
瑟 , 呈 ,了 瑟 的 平面 的 距离 ， 这 样 就 有 


Vi=ho = AT(A,B)= Ph 


和 .和 让:B 
B.A 吾 .也 | 


我 们 说 天 表示 己 到 平面 丁 有 饭 的 “垂直 ” 距离 ， 也 就 是 ， 垂 直 
于 平面 并 且 有 终点 也 在 平面 上 的 向 量 D = 局 的 长 度 、 对 于 平面 
1) 那 就 是 说 , 妇 果 有 一 个 为 零 向 重 (A 暴 刘 = 0) 或 如 打 它 们 是 平行 的 (sin7y = 0). 
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局 上 一 点 PP 向 量 思 必定 相关 于 A = 两 岂 和 了 = 马 恕 (看 
第 149 页 )， 
BE = AA + 1B. 


因此 ， 向 量 D 有 如 下 形式 
D=PRB= HE- BP=C-MA-B, 


其 中 入 和 4 为 适当 的 常数 ， 如 果 向 量 D 垂直 于 向 量 A 和 也 所 张 
成 的 平面 ， 则 必 有 


A:.D=0, B.D=0. [79a) 
这 就 引出 确定 和 与 & 的 线性 方程 组 
AC-MAATLA.B,B.C-AB.A+LB.B, (79b) 


这 个 方程 组 的 行列 式 正好 是 格拉 姆 行列 式 "(A,B). 假定 A 与 B 
是 无 关 的 向 量 ， 我 们 就 有 (A,B) 关 0. 于 是 方程 组 (79b) 存在 唯 
一 一 组 确定 的 解 和 ,nh. 因此 ， 存 在 唯一 的 向 量 D = PB 垂直 于 平 
面 BP 且 起 点 在 该 平面 上 ， 这 个 向 量 的 长 度 等 于 距离 h, 所 以 
由 (79a) 有 


=[Ipe=D.D=(C- 和 ApaB).D 
=C.D-AA.D-LB.D 
=C.D=C.O-AC.A-pO.B. 


由 此 得 出 
Vi=(C.C- MAMA.0-— 1B. CITA,B). [79c) 


这 个 关于 A,B,C 张 成 的 平行 六 面体 体积 平方 的 表达 式 能 更 漂 
亮 地 写成 由 癌 量 六 ,B,C 作成 的 阁 拉 姆 行列 式 : 


和 
-A BB- B:C 
‘AC. 


V2 = B 
B CO:C 


= (A,B,C). (79d) 
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为 要 证 明 关于 V2 的 表达 式 (79d) 恒 等 于 (79c), 我 们 利用 这 个 事 
实 ， 即 如 果 在 行列 式 [A,B, C) 中 把 最 后 一 列 减 去 第 一 列 的 入 倍 
和 第 二 列 的 p 倍 ， 则 行列 式 的 值 不 变 : 


AAA AB AC-AA.A-uA.B 
I(A,B,C)}=IB.A B-:B B.C-AB.A-nB-.B 
CA CB CC-Ac-A-pC:B 
由 (79b) 推出 
A.A A:B 0 
riAB.C)=|B.A B:B 0 
CA CB CC-hC.A-AnC:B 


按 最 后 -- 列 展开 这 个 行列 式 ， 立 刻 引 回 到 (79c). 

公式 (79d) 表明 ,向量 六 ,B,C 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 站 不 
依赖 于 计算 中 记 选 用 的 面 和 对 应 的 高 度 ， 因 为 我 们 交换 A, B,C 时 
(A, B,C) 的 值 不 变 ， 例 如 ， T(B,AA,C) 能 通过 交换 (A,B,C) 
的 前 两 行 和 前 两 列 得 到 . 

公式 (79c) 能 够 写成 

T(A,B,C) = |DPT(A, BY. 
由 此 得 到 
T(A,B,C}>0 

对 于 任何 向 量 A, B,C 成 立 ， 这 里 等 号 仅仅 在 (A,B)=0 或 D= 
O 时 成 立 ， 但 关系 47 =T(A,B) = 0 隐 含 着 A 与 B 是 相关 的 ; 
而 如 果 D = 0O, 则 将 有 C = AAA +AB, 因而 CC 将 与 A,B 相关 ， 因 
此 当 且 仅 当 向 时 A,B,C 相关 时 ,格拉 旭 行 列 式 等 于 和 

对 于 ”= 3, 由 三 维 空间 中 三 个 向 量 A,B,C 所 张 成 的 平行 六 
面体 的 体积 Y 的 公式 (74c) 立即 推出 公式 (79d). 这 是 第 173 页 重 
等 式 (68f) 的 推论 ， 根 据 它 有 

det (A, B.C}det (A, B,C) = TT(A,B,C). 
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把 Y” 表 示 成 格拉 姆 行列 式 ， 有 益 于 表明 Y 与 所 使 用 的 特 味 的 笛 
卡 儿 坐标 系 无 关 ， 因 而 了 具有 一 种 几何 意义 . 
我 们 还 能 讨论 n 维 (n> 4 空间 中 四 个 向 量 


A = 高 站， 了 = 遍 息 ，C = PB，D= BR 
所 张 成 的 平行 多 面体 的 “体积 * Y. 定义 V 为 向 量 A,B,C 所 张 的 
三 维 平行 六 面体 的 体积 与 由 点 PP, 到 经 过 Po, 也, 己 , 的 三 维 ' 平 


面 ” 的 距离 相 乘 的 匀 积 ， 经 过 与 前 面 完全 相同 的 步骤 ， 我 们 就 得 到 
关于 WV? 的 一 个 作为 烙 拉 姆 行列 式 的 表达 式 


A 
B. 
C 
D 


日 蝇 蝇 日 


= IT(A, B,C,D). (80a) 


如 果 这 里 mn = 4, 这 个 格拉 姆 行列 式 就 变 成 以 A,B,C,D 为 列 向 量 
的 行列 式 的 平方 ， 从 而 我 们 得 到 


= |det (A, B,C,D). (30b) 


更 一 般 地 ， 当 指定 一 个 公共 的 起 点 时 ， 7 维 空间 中 m 个 向 量 
Al1, Az ,Am 张 成 一 个 m 维 的 平行 多 面体 ， 这 个 平行 多 面体 的 


体积 了 的 平方 可 用 格拉 旭 行 列 式 写成 
总 1, Bl 和 Ll .各 2 “2 Al: Am 
2 Az:Al A2:A2 :i ABA2: Anm 
VV“ = 。 。 。 
AAA AAA 
= J(Al, Az,. ,Am). (31a) 


对 于 m = 我们 得 到 关于 维 空间 中 个 向 量 张 成 的 平行 名 面体 
的 体积 六 的 公式 
三 |det (Al,…, An)l. {81b) 
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可 对 mm 用 归纳 苇 证 明 

Tl(A1, Az,:-,Am) > 0, 
当 且 仅 当 1, 和 2,…， Am 是 相关 时 ， 上 式 等 号 成 立 六. 
d. 7 维 空 间 中 平行 多 面体 的 定向 


以 后 ， 在 第 五 章 ， 当 我 们 需要 一 个 相 容 的 方法 来 确定 多 重 积分 
的 符号 时 ， 我 们 必须 使 用 带 符号 的 体积 和 ? 维 空间 中 平行 多 面体 
的 定向 ， 

对 于 ” 维 空间 中 n 个 向 量 所 张 的 体积 ， 我 们 有 (81b) 所 给 出 
的 表达 式 

V = )det (Al, A2,. ,A,). 


我 们 称 det (和 1, 入 2,…' ,An) 为 在 (Z1,… ,zn) 型 标 系 中 由 入 1, 久 2,……， 
和 a 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 ， 如果 det (让 1, 态 2,… , 访 n} 是 正 的 ， 
就 称 这 个 平行 多 面体 或 向 量 组 入 1, 妨 2,…, 妨 a 关于 坐标 系 有 正 的 
定向 ， 如 果 行 列 式 是 负 的 ， 就 说 是 有 负 的 定向 ， 这 样 便 有 有 


det (A1, Az,:.., An) = eV, (81¢) 


其 中 V 是 由 向 量 A A2z,…, 妨 n 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 , 而 < = 
+1 或 -1 则 取决 于 平行 多 面体 关于 淫 标 系 具 有 正 的 定向 或 负 的 定 
向 . 

尽管 det (Ai,…, 妨 %) 的 平方 具有 与 笛 卡 儿 坐 标 系 无 关 的 几何 
意义 ， 但 对 于 行列 式 的 符号 则 并 非 如 此 例如， 交换 zl 轴 与 zz 加 
的 结果 是 交换 行列 式 的 前 两 行 ， 因 此 det (Ai, 息 2,… , 太 n} 改变 符 
号 ， 然 面 一 种 独立 的 儿 何 意义 所 具有 的 则 是 : n 维 空间 中 两 个 平 


行 多 面体 总 是 或 者 具有 相同 的 定向 ， 或 者 具有 相反 的 定向 ， 


1) 在 向 是 入 2, 站 3,，…，, 盘 mm 相关 的 情形 ， 它 们 以 一 点 三 为 公共 起 点 时 所 张 成 的 
平行 多 各 第 六 时 “进化 ”为 一 个 m 一 1 维 或 者 是 低 于 tm 维 的 线性 流 型 ， 因 而 这 时 mm 
维 体 积 等 于 登 . 
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考虑 族 维 空 zs 辣 中 两 个 有 序 向 量 组 入 1, 2,- * "An 和 Bi, Bz,.…., 
卫 。 假定 每 一 组 都 是 由 无 关 的 向 量 组 成 的 。 显然 ， 当 且 仪 当 条 件 


det (A1,.., An). det (B1,...,B,)}>0 (82a) 


满 
(zu z2 …，Yaj) 二 者 都 有 正 的 定向 或 者 都 有 负 的 定向 ， 利 用 等 式 
(68f), 我 们 能 把 条 件 (82a) 写成 如 下 形式 


(Ai An; Bi ,Ba] > 0， (82b) 
其 中 左边 的 符号 表示 2n 个 向 量 的 硒 数 ， 定 义 为 
Al1 .也 Ai:B2s … Al:B, 
A2 .BiI As.B2 ... As.B, 
(Al An; Bi,.… ,Bn] = “ 1 ”. 2 2 
An .Bi 让， . B; ~ An.B, 
(82c) 


注意 当 Bi = At,Bz = 和 也- 二 息 , 时， 符号 [A1,… ,AAni 
Bi,…,Baj 简化 为 格拉 姆 行列 式 (Al,… ,An). 公式 [82b, c) 明 
显 地 表明 : 具有 相同 的 定向 是 一 种 与 所 使 用 的 特定 的 销 卡 儿 柴 标 系 
无 关 的 几何 性 质 ， 我 们 可 用 符号 


人 (和 1 和 一 NB1,.…: ,Bn) (82d) 
表示 这 个 性 质 ， 并 且 有 下 
D(A An) 三 一 个 (也 :了 (82e) 


表示 有 相反 的 定向 中. 这 样 就 可 以 更 一 般 地 说 ， 对 于 ” 维 空间 中 ， 


1) 允 是 个 重 向 重 的 -个 定向 排列 ， 并 不 是 一 个 “ 数 "， 公式 (82d, e) 表示 定向 
的 相等 或 不 相等 ， 公 式 {82f) 仅仅 把 值 士 1 与 两 个 定向 的 比 结合 起 来 当然， 完全 可 能 
用 数值 来 描写 mm 重 向 是 两 个 不 同 的 可 能 的 定向 ， 比 如 ， 对 一 个 定向 给 出 信 生 = 十 1, 面 
对 另 一 个 定向 给 出 值 员 = 一 1. 但 是 ， 这 陷 食 着 一 个 “标准 定向 ”的 任意 选择 ， 例 细 我 
们 称 由 坐标 向 最 组 给 出 的 为 十 1 一 一 而 关系 (82d, e, f) 却 有 着 与 全 的 任意 指定 什 无 
美的 意 广 ， 类 似 的 情况 在 数学 中 经 常 明 到 ， 例 如 ， 在 欧 几 里 得 几何 中 ， 即 使 没有 对 距离 
髓 以 数值 《如 在 欧 几 里 得 《几何 原本 中 ] 时 ， 距 离 的 相等 其 到 距离 的 比 部 有 前 义 ， 确 
实 ， 我 们 能 用 实数 描写 距离 ， 使 得 此 离 之 比 正 是 对 应 的 实数 之 比 、 这 就 要 求 任意 选 定 一 
个 “ 奈 准 距离 "例如 ， 一 米 )， 以 它 为 准 可 导出 所 存 其 他 的 焉 离 ， 而 这 就 在 某 种 音义 下 引 
和 进 了 -- 种 “ 非 几 何 的 ”元 项， 
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两 组 无 闫 的 向 量 有 
QBL,. ,Bn) 


= sgn [和 和 再 再 (生息 (82f) 


向 量 组 入， 点 2 和 关于 {z1y- ,Tn) 坐标 系 是 正 的 定向 或 负 的 
定向 楼 按照 
OAL, An) = AE, , En) 【33a) 


或 
NA An) 三 一 中 (也 En,) {83b) 


二 普 来 确定 ， 其 中 雇 ,…: ,已 。 是 坐标 向 量 . 有 时 ， 我 们 将 要 用 
D(z1, ,Ls) 


表示 坐标 系 的 定向 Q(B1, Bz2,-… ,Bn). 对 于 n 维 空间 中 两 组 7 个 
向 最 的 集合 起 1， “7 1 站 和 入 1， ,和 A'， 由 [82c)， (81b), 我 们 有 


[Al1 An; BI, A = ee VV, (84a) 


其 中 Y 和 分别 表示 这 两 组 向 量 所 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 ; 因 
子 8,e!' 依赖 于 它们 以 及 坐标 向 量 的 定向 ; 


三 一 SEN [Ai, i A; El,: “ ,Bn]. (84b) 

8 = sgn [A AN; EBnl. (84c) 
乘积 

EE' 一 sg [六 1 六; 六 1 | 


却 与 坐标 系 的 选择 无 关 , 并 且 当 平行 多 面体 有 同样 的 定向 时 其 值 为 
+1; 有 相反 的 定向 叶 其 值 为 -1. 
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利用 数量 积 的 定义 ,对 于 维 空间 中 任意 2m 个 向 量 久 :入 mw 
我 们 能 作出 表达 式 


Al.Al Al :A "i Al -A 

[A 入 rm 六 1 各所] 和 
1 ml mn 一 。 。 - 

Am- Al 有 mA An A 

(85a) 


由 定义 很 清楚 ， 这 个 表达 式 是 2m 个 向 量 的 多 线性 型 例如， 向 量 
AI 只 出 现在 第 一 列 , 并 且 该 列 元 素 是 A1 的 线性 型 . 因为 整个 行列 
式 是 第 一 列 元 素 的 线性 型 ， 可 见 它 是 A1 的 线性 型 ， 由 (85a), 这 个 
表达 式 对 于 固定 的 A1,… ,入 m, 它 显然 也 是 A1，,… ,An 的 交替 函 
数 ， 并 且 对 于 固定 的 A1,… , A, 它 是 1,… ,Anm 的 交 炎 函数 . 
于 是 有 (看 第 211 页 的 脚注 ) 


[入 和 1 一 0 (85b) 


当 这 m 个 向 量 Ai ,入 nm 或 这 m 个 向 量 A1,… ,A 是 相关 的 
时 候 .” 特别 是 ， 当 m > n 时 (85b) 永远 成 立 . 

于 是 ， 我 们 假定 mm < nn, 并 且 假 定 这 两 组 向 量 A1,…,Am 各 
A1,…，, A 都 是 无 关 的 ， 我 们 能 够 假定 所 有 这 些 向 量 都 给 定 了 相 
同 的 起 点 ， 璧 如 说 就 是 n 维 空间 的 原点 ， 于 是 A1,… ,A&m 张 成 一 
个 经 过 原点 的 mm 维 线性 流 型 r, 并 且 A1,…… ,Aim 张 成 另外 一 个 这 
样 的 流 形 7'. 在 7 中 引进 一 组 标准 正 交 向 量 系 El,… ,Em 作为 坐 
标 向 量 ， 并 且 在 ' 中 引进 另 一 组 标准 正 交 向 量 系 Ei,…, Eh%. Yn 
对 于 固定 的 和 1,…, Am, 函数 (85b) 是 A1,… ,人 Am 的 一 个 多 线性 
交替 型 ， 因 而 {看 162 页 ) 有 


[入 ,和 mm; 1 rn) 
=[Al, ,Am; BE,- ‘Bndet (A1, A) 


1) 7 和 这 两 组 坐标 向 量 ， 不 一 定 以 任何 方式 互相 联系 ， 也 不 与 包含 "和" 的 
整 作 zn 维 空间 的 坐标 系 有 什么 关系 。  . 
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其 中 det (和 1 ;入 是 向 量 息 1 关于 举 标 向 量 E1,: “ 了 
的 分 量 所 构成 的 方 阵 的 行列 式 ， 系 数 [和 1,… ,mi 了 Bi,-…,E] 本 
身 显然 是 A1,… ,Am 的 一 个 多 线性 交 夫 型 ， 因 而 等 于 
{Ei, 0 Em; Ei, “0 ,EJdet (Al, “7 ;Am), 

其 中 最 后 一 个 行列 式 是 从 向 量 Al,.…,Anm 关于 坐标 向 量 El,… 
Ein 的 分 量 的 方 阵 的 行列 式 构成 的 . 

利用 公式 {810), 我 们 得 到 恒等式 

[A nA] = Lee' VV, (85c) 
行 多 面体 的 体积 ， 因 子 es 则 把 这 两 个 平行 多 面体 的 定向 联系 到 
X 和 和 的 坐标 系 的 定向 ， 就 是 
£ = sgn [A Am; Bi ,Brm), 
E = ggn [A A EB ,Er,l. 
最 后 ， 系 数 
此 一 [也 , En; Ei,:.:,E'] 
仅仅 依赖 于 空间 fr 和 wr' 以 及 在 这 些 空间 中 所 选取 的 华 标 系 ， 如 
7 二 Tw', 我 们 能 选取 
E’ = Ey,., BEB, = E,,, 

对 于 & 冯 0, 我 们 能 用 (85c) 来 联系 nw 维 空间 中 两 个 不 同 的 各 
维 线性 流 型 r 和 ”7' 的 定向 ,我 们 总 是 能 假定 A > 9, 因为 如 果 需 
要 ， 就 可 把 一 个 化 标 向 量 换 成 与 它 相 反 的 向 量 。 于 是 由 (35c) 有 

sg [lm; 站 lA] = ee. 

1) 容易 验证 ， 天 三 0 仅仅 当 关 与 到 是 互相 比 直 时 成 立 ， 这 也 就 是 说 ， 7' 包含 


一 个 向 量 垂直 干 T 中 所 有 的 向 量 .更 一 盘 地 ， 系 数 p 能 第 解释 为 这 两 个 度 型 之 间 的 夹 
角 的 余弦 (看 第 219 页 问题 13). 
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因此 , 对 于 r 中 任意 向 量 A1,…, 全 nm 和 中 任意 向 量 A1,…, An 
而 言 ， 条 件 

[A A | >0 
意味 着 这 两 组 向 量 关于 7 与 w' 这 两 个 空间 中 的 坐标 系 都 有 正 的 定 
向 或 都 有 人 负 的 定向 . 


e. 平面 与 超 平 面 的 定向 


在 一 个 m 维 线性 流 型 5 中 ， 一 个 笛 卡 几 坐 标 系 的 选择 决定 着 

一 个 确定 的 方向 
NEL, Em), 
AA1,-…, Am 是 被 称 为 是 有 正定 向 的 ， 即 与 户 ，… ,Em 有 相同 定向 
的 那些 向 量 组 . 我 们 用 m* 表示 线性 空间 “与 其 中 选 定 的 一 个 定向 
的 组 合 ， 并 且 称 m* 是 一 个 定 向 线性 流 型 . 我 们 把 选 定 的 定向 记 作 
Qtr*), 并 且 把 r 中 m 个 无 关 的 向 量 A1,…, Am 称 作 是 正 向 的 ， 
如 果 
RUA Am) = Qe). 

相对 于 2 中 一 个 笛 卡 儿 举 标 系 ， 如 果 坐 标 疝 量 与 Y” 有 同样 的 定 
向 ， 我 们 就 称 f* 是 正 向 的 

一 个 定向 的 一 维 平面 7*, 可 以 被 看 作 一 个 区 别 了 正 旋转 方向 


的 平面 ， 如 果 一 对 向 量 A,B 关于 xw* 有 “ 正 ” 的 定向 ， 则 1 的 正 
的 旋转 方向 便 是 将 A 的 方向 旋转 一 个 小 于 180° 的 角 达 到 B 的 方 
向 的 那个 定向 1. 


1) 注意 7* 的 定向 只 能 由 # 中 指出 一 个 特定 的 正 向 向 晤 对 B,C, 玻 者 由 7 中 一 个 
区 别 了 旋 特 方向 的 旋转 物 (如 钟 ) 来 描画 ， 设 有 抽象 的 方法 来 确定 一 个 给 定 的 旋转 是 时 


时 针 还 是 六 时 针 ， 就 像 没 有 抽象 的 方法 说 出 哪 基 左 伍 哪 是 右 删 一 痒 、 这 些 问 题 只 能 仿 
考 到 某 些 标准 对 急 来 确定 . 
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如 果 有 向 二 维 平 面 六 位 于 有 向 三 维 平 省 o* 之 中 ， 我 们 就 能 
区 分 出 mw* 的 正 侧 与 负 侧 , 设 呈 是 z* 的 任意 一 点 ， 我 们 在 7* 


内 取 两 个 无 关 的 向 量 B = 束 成 , C = 西 成 使 得 
NB, C) = Nn’). (86a) 


与 向 量 B,C 无 关 的 第 三 向 量 A = 两 轧 称 为 指向 x* 的 正 侧 , 如 


果 有 
NAA, B,C) = fc (86b) 


如 果 o* 相对 于 一 个 笛 卡 儿 坐 标 系 有 正 的 定向 ， 则 在 这 个 坐标 系 中 
我 们 能 用 
det (A,B,C) >0 {86c) 


代替 (86b). 如 果 c* 相对 于 常用 的 右手 坐标 系 有 正 的 定向 ， 则 从 有 
向 平面 * 正 的 一 侧 看 去 ，#"* 的 正 的 旋转 方向 表现 为 逆 时 针 方向 . 

同样 的 术语 适用 于 维 有 向 空间 o* 中 的 有 向 超 平面 m*. 给 定 
了 7T* 中 nn 一 1 个 向量 Az,…,An, 使 得 


(5， "1 和 An) 三 Nn), (87) 
我 们 就 称 一 个 向 量 A! 是 指向 x* 的 正 便 ， 如 果 


NAL A2 An) = A(0"). 


& 线性 变换 下 平行 多 睾 体 体 积 的 改变 


一 个 n 行 n 列 的 方 阵 a = (cii) 确定 了 把 ” 维 空间 的 向 量 六 
变 到 该 空间 内 的 向 量 Y 的 一 个 线 件 变换 或 线性 映射 Y = aX, 这 
里 ， 我 们 假定 下 与 站 参考 于 相同 的 坐标 向 量 及 ，…:, 尼 .对 于 
天 = (zp YY = (加 这 变换 可 用 分 量 写 成 如 下 形式 


位 
.¥i 二 Yasrrr (7 = 1，…… 7) 
一 二 
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一 组 nn 个 向 量 Bi = {b11,*: "1bn1), ,Br 三 (bin,--: ,bnn) 变换 到 
另 一 组 n 个 向 量 CL 一 (et en 一 {cin,*: “ ;Cnn), 其 中 


及 
Cjk = arbrk 人 7 一 1,2,... ,7n). 
7 一 1 


根据 矩阵 乘法 的 行列 式 规 则 ， 我 们 有 


det (Cl ,Cn) = det faj .det(B，…,B)， (88a) 
这 个 公式 包含 了 这 样 两 个 公式 ， 
|aet (C1, 本 Cn)l 三 |det (a)||det (Bl1， 机 ;B,)|, {88b) 


sgn det (C1,..., Cn) = {sgn det (a}l[sgn det (Bi,:::,B,)]. 
(88c) 
这 两 个 规则 可 以 直接 用 几何 语言 陈述 如 下 : 
对 应 于 一 个 方 阵 a 的 ， 把 n 维 空间 变换 到 它 E 自身 中 的 线性 变 


雪 和 这 只 


换 , 将 每 个 由 n 个 向 量 张 成 的 平行 多 面体 的 体积 乘 上 了 相同 的 常 
数 因子 det (a)|. 如 果 det (a) > 0, 它 就 保持 了 所 有 平行 多 面体 的 
定向 , 如果 de fa) < 0, 它 就 改变 了 所 有 平行 多 面体 的 定向 
对 于 刚体 运动 ， 方 阵 a 是 正 交 的 ， 因 而 (看 第 189 页) 它 的 生 
列 式 等 于 +1 或 -1. 因此 ， 刚体 运动 保持 平行 多 面体 的 体积 ; 对 


于 det (a) = 十 1 还 保持 了 定向 ， 其 他 都 改变 了 定向 . 
练 习 2.4 


1. 利用 向 量 积 术 语 讨论 练习 2.2 的 第 5 题 . 
2. 在 一 个 等 速 旋转 中 , 设 旋转 轴 经 过 原点 , 它 的 方向 角 是 a, 6, 7Y， 
旋转 的 角速度 是 w, 求 点 P 的 速度 . 
1) 强调 这 个 定理 的 假设 是 重要 的 ， 仅 仅 是 nt 维 平行 多 面体 的 体积 被 乘 上 了 这 一 共 


同 的 因子 ， 低 维 的 多 面体 被 弱 上 的 因子 随 着 它们 的 位 置 而 变化 . 还 有 ， 如 果 要 关于 定向 
的 叙述 成 立 ， 我 们 就 不 得 不 假定 像 与 原 像 是 参考 于 同一 个 坐标 系 的 . 
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3. 证 明 经 过 基点 (z 3) (X72,33,22),{24,33;73) 的 平面 具有 
方程 
Ti NY 21 
2—T YY 72% 
TI YY 2 

4. 求 空 间 中 两 直线 ! 到 7 之 间 的 最 短 踊 离 ，! 由 方程 组 x = 
tt 十 下 一 考 十 有 zz 一 娃 十 了 给 出 ， 了 由 方程 组 z = 0 十 攻 一 
ct 十 彤 ,2 一 et 十 产 给 出 ， 

5. 试 证 以 P(r, 1) D(z2, y2), 四 ,Pn (Tn yn) 为 相继 顶点 的 
凸 多 边 形 的 面积 是 下 列 和 数 的 绝对 值 的 一 半 : 
TL1 2 
YH 纺 


tz Ty 
y2 3 


Tnol Tn 
Vn-l dn 


Tn Tl 
Yn Wl 

6， 证 明 以 (xi, 4), (x2,82) 和 (za,21s) 为 顶点 的 三 角形 的 (有 
向 ) 面积 是 


7. 试 证 明 : 如 果 上 题 中 三 角形 的 顶点 的 坐标 都 是 有 理 数 ， 则 这 
三 角形 不 能 是 等 边 的 ， 
8. (a) 证 明 不 等 式 


< wwV(aa+ 本 十 cj(e2 + b+ ced) + b+ er2); 


(b) 何 时 等 号 成 立 ， 
9. 证 明 向 量 恒 等 式 
(a Ax[IBxCO)=(A.C)B- (A: BG, 
(b) {Xx YY (KX XY ) = KX) (KY)Y .XN), 
(c) [XX x {Y x DZ) {TY x (Z x X) x [2Z x (Xx YW =0. 
10. 给 出 绕 轴 x :y := 1:0: 一] 旋转 一 个 角度 4 的 变换 公 
式 ， 使 得 从 (一 1,0,1) 看 去 平面 = z 的 旋转 是 正 的 . 
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11. 如 果 A,B, C 是 无 关 的 ， 利 用 从 练习 (9a) 得 到 的 关于 买 = 
{A x B) x (C x DD) 的 两 种 表达 式 ， 将 DD 表 成 A,B,C 的 线性 组 


合 ， 


12. 设 Oz,Oy,Oz 和 Oz',OyY ,Oz' 是 两 个 右手 坐标 系 ， 假 设 
Oz 与 Oz' 不 相 重合 ， 设 角 zOz' 是 98 (0 <0<T). 试 引 射线 Orzi 
使 它 与 Oz,Oz! 都 成 直角 并 且 使 Oz1,Oz,Oz' 系 与 Ox,Oy,Oz 系 
有 相同 的 定向 ， 这 个 Cri 就 是 平面 Oxy 与 平面 Cry 的 交 线 . 设 
角 zOzi 是 内角 moOz' 是 纺 并 设 它 们 在 各 自 所 属 的 平面 Ozg 与 
O'z'y' 中 有 通常 的 正 的 定向 ， 求 坐标 变换 的 矩阵 . 

13， 设 r 和 ”7 是 同 一 个 ” 维 空间 中 的 两 个 m 维 线性 子 空 
间 ， 分 别 具 有 标准 正 交 基 Bi, EB2… ,Em 和 Bl, E92,… ,Bn 试 证 
4 = [Ei Eo, Bn; Bi, BS, ,Bi = 0, 当 且 私 当 ”与 7' 是 正 交 
的 ， 即 其 中 一 个 空间 含有 一 个 向 量 垂直 于 另 一 空间 的 所 有 向 重 ， 


2.5 “分析 中 的 向 量 概念 


a. 向 量 场 


当 我 们 研究 依赖 一 个 或 多 个 连续 变动 的 参 变量 的 向 量 流 形 时， 
数学 分 析 就 开始 起 作用 了 . 

例如 ,如 果 我 们 考虑 占据 着 空间 的 一 部 分 并 且 处 于 运动 状态 的 
一 个 物体 ， 则 在 一 个 给 定 的 时 刻 ， 物体 的 每 个 质点 都 将 有 一 个 确定 
的 由 一 个 向 量 U = (wr,w2,us) 表示 的 速度 ， 我 们 说 这 些 向 量 在 所 
讨论 的 区 域 中 形成 一 个 向 量 场 、 于是， 这 个 场 向 量 的 三 个 分 量 训 
作为 这 质点 在 给 定 的 时 刻 的 位 置 的 三 个 举 标 的 三 个 函数 


Vi T2, Ta), U2(r1, T2, T3), ua{lr1, 22, Wa) 


出 现 ， 我 们 常常 用 一 个 以 (z1,z2,x3) 为 起 点 向 量 代表 全 . 
作用 在 空间 中 不 同 点 的 力 同 样 形 成 一 个 向 量 场 ， 作 为 一 个 力 


场 的 例子 ， 我 们 考虑 一 个 重 质点 按照 牛顿 的 引力 定律 对 一 个 单位 
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质量 的 万 有 引力 . 核 招 这 个 定律 ， 场 向 量 F = (有 fi, 和, fa) 在 每 一 点 
(z1,z2,X3) 处 都 指向 吸引 的 质点 ， 并 且 它 的 大 小 反比 于 从 质点 到 它 
的 距离 的 平方 . 

场 向 量 ， 如 UU 或 FF, 有 独立 于 学 标 系 的 物理 意义 ， 在 一 个 给 
定 的 笛 卡 儿 (zx1, razs) 坐标 系 中 ， 向 量 UD 有 依赖 于 坐标 系 的 分 量 
uM2,49- 在 另 一 个 馆 卡 儿 举 标 系 中 ， 原 来 具有 坐标 zl,zo,za 的 点 
有 了 举 标 办 ,名 18, 其 中 yy 与 zz 由 形 如 


1 二 41121 十 41322 十 G1373 十 们 
Y2 = 00371 十 02222 十 023234 十 bo (89a) 
Y3 = c3tpi 十 432283 + Q3323 十 ps 


3 
= ozst+by 全 一 上 2,3) (89b) 
左 二 1 


的 方程 组 联系 着 。 于 是 向 量 U 在 新 坐标 系 中 的 分 量 wi,v2,vs 便 由 
齐 次 关系 ， 
vj = Daypue (7 = 1,2,3) (89c) 
k=1 
给 出 . 
方 阵 a= (ajx) 是 正 交 的 ， 所 以 ( 见 第 170 页 ) 它 的 逆 等 于 它 的 
转 置 ， 因 此 ， 方 程 组 (89b), (89c) 关于 zk 与 ux 的 解 取 如 下 形式 


3 
T= ,any — bi) (k= 1,2,3), (89d) 
j=1 
久 
wh = > oav; (k=1,2,3), {89e) 
j=1 


变量 xl,z?,zrs 的 任何 三 个 函数 wi, uz,ts 都 痊 定 一 个 向 量 场 
U. 在 (zi,22,23)】 坐标 系 中 具有 分 量 山 ,ww,va. 如 果 这 个 场 要 有 一 
种 独立 于 能 标 系 的 几何 意 尽 ， 则 U 在 和 偿 卡 儿 (tn; 如 ,ys) 学 标 票 中 
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的 分 量 vs 就 必定 是 由 (89e) 给 出 ， 只 要 与 zi 是 由 (89a) 联系 
着 . 


b. 数量 场 的 梯度 


一 个 数量 场 是 空间 中 点 PP 的 一 个 前 数 s = sa(P). 在 任何 一 个 
稍 卡 儿 坐 标 系 中 ， 若 点 了 P 由 它 的 坐标 x1,z2, zs 描写 ， 则 数量 场 s 
就 变 成 一 个 函数 a = f{z1,z2,z3). 我 们 可 以 把 这 三 个 篇 导数 


Os 

Wl 一 Br = fr (T1, 72, T3) 
Os 

2 2 一 fralT1) 2, 23), 
Os 

23 一 Bey = fe, (21, r2, L3) 


着 作 是 一 个 向 量 如 = (wi,tw2,ta) 在 (ziza,zs)] 坐标 系 中 的 分 量 . 
在 任何 一 个 与 原来 的 坐标 系 有 关系 (89a) 或 (89d) 的 新 的 第 卡 
儿 (5 因 :%) 沿 标 系 中 ， 数 量 场 s 就 由 函数 


3 = JYr, yz Ys) 
3 3 3 
= f(D ony — be), 》 ata(y — bk), Sapalyy 一 5 
k1 k=1 kl 


表示 .根据 微分 法 的 链 式 法 则 (第 57 页 ), 我 们 有 


Os 3 gs Or. 3 
vi 一 Byy = gy; (V1, V2, Y3) = 2 Bz “ Byy 三 Dost- 
利用 关系 (89c), 我 们 看 到 向 量 U 在 (yh,yz,%s) 坐标 系 中 具有 分 量 
Os 
2 一 2 


这 样 ， 数量 s 的 偏 导数 就 在 任何 一 个 箔 卡 儿 坐标 系 中 形成 一 个 不 依 
粹 于 坐标 系 的 选择 的 一 个 向 量 WU 的 分 量 . 我 们 称 UU 为 数量 场 8 
的 梯度 并 且 记 作 

““ U = grads. 
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由 第 50 页 的 公式 {14b), s 在 具有 方向 余弦 cos al,cos ca,cos as 
的 方向 上 的 方向 导数 在 (zi rayzs) 坐标 系 中 由 下 式 给 出 ， 


Os 
=—— CoS O11 十 


Ox1 


如 9 
ze COS Cr3 十 -一 cos ax3. (90a) 


如 2 zs 


在 带 有 方向 角 a1,a2, 03 的 方向 上 引进 单位 向 量 R = (cos al,cos as， 
cos a), 我 们 就 能 把 在 该 方向 上 的 导数 用 向 量 记号 写成 


Dw)ys 一 


Das = Rgrads. (90b) 

由 柯 西 - 施 巨 芯 不 等 式 ( 见 第 143 页 ), 对 于 |R| = 1, 我 们 得 到 
[Dioys! < [Rllgrad s| = lgrad sl. 

因此 ，。 在 你 何 个 方向 上 的 导数 都 交 不 起 过 。 用 者 度 的 长 度 

取 民 为 grads 方向 上 的 单位 向 量 ， 我 们 就 求 得 这 个 方向 导数 的 值 


1 
Ds= . 一 - 
{a)3 可 (grad s) - (grad s) = |grad s| 


四 此 ，* 的 红 订 由 量 的 长 度 吉 等 于 在 一 急 广 向 上 的 最 大 变化 
志 谎 方向 是 数量 志 增 吉 基 亿 的 个 方向 ,而 在 它 站 友和 上 
# 减少 得 最 快 . 


我 们 将 在 第 三 章 中 回 到 梯度 的 几何 解释 ， 然 而 , 我 们 立刻 能 给 
出 梯度 方向 的 一 个 直观 概 含 ， 我 们 首先 限于 考虑 两 维 向 量 ， 我 们 


要 考虑 的 是 一 个 数量 场 s = flz1,z2) 的 梯度 ， 我 们 将 假定 是 由 
它 在 (zl zs) 平面 内 的 等 高 线 (或 等 值 线 ) 


5 二 了 (xz1, 7X2) == 常数 二 c 


表 出 的 ， 则 s 在 一 点 了 处 沿 经 过 PP 点 的 等 高 线 方 向 上 的 方向 导数 
显然 是 0, 因为 如 果 @ 点 是 该 等 高 线 上 另外 -一 点 ， 则 


s(Q)— stP}=0 
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成 立 ; 用 @ 与 PP 之 间 的 距离 p 去 除 ， 再 让 p 趋向 于 0 求 极限 ( 见 
第 48 页 ) 就 得 到 s 在 PP 点 沿 等 高 线 切线 方向 上 的 方向 导数 是 0. 
此 ， 如 果 BR 是 等 高 线 网 切线 方向 上 的 单位 向 量 ， 就 由 (90b) 有 


R grads = 0, 


所 以 在 每 一 一 点 的 梯度 向 量 垂直 于 经 过 该 点 处 的 等 高 线 - 在 三 维 


情形 ， 对 二 梯度 有 完全 类 似 的 陈述 成 立 . 如 果 我 们 把 数量 志 8 用 它 
的 等 高 面 


昌 学 和 


s= f(x1,%2,7X3) = 常数 =“ 


表示 ， 则 梯度 在 等 高 面 的 每 一 个 切线 方向 上 的 分 量 为 零 ， 因 而 它 垂 
家 于 等 高 面 . 

在 应 用 中 , 我 们 经 常 遇 到 代表 一 个 数量 函数 的 梯度 的 向 量 场 . 
集中 在 一 点 Q@ = (&1,&2,t3) 的 一 个 质量 为 M 的 质点 产生 的 引力 场 
可 作为 一 个 例子 . 设 一 点 处 质量 为 m 的 质点 受 质量 为 M 的 引力 
为 F = (fi,f, fa). 用 R 表示 向 重 


R=0F= (zl ~ &1,22 一 经 ,zs ~ €3). 


由 牛顿 万 有 引力 定律 ， 下 的 方向 是 -及 ,了 的 大 小 是 C/IR?, 其 中 
C = YmM (其 中 7 表示 万 有 引力 常数 }. 因此 
© 


“本 
或 
6 — i 
i 二 CC 一 天 一 
万 (&1 wi + (2 — Za) + {€3 一 5 (7 = 1 2,3). 
由 微分 法 可 立即 得 到 


本 
”pzj VE -rpt (ts we) + (é3 — 23)? 
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( = 1,2,3). 


因此 
F = grad 5, (91) 


其 中 
Y= Vt -r+ (ts — rT) + (és — x3)? = | 及 | 


它 基 点 了 与 @ 之 间 的 距离 , 
如 果 一 个 力 场 是 一 个 数量 函数 的 梯度 , 这 个 数量 函数 常常 被 称 
作 这 个 场 的 势 函 数 . 在 功 与 能 的 研究 中 ， 我 们 将 要 从 更 一 般 的 观 


点 考虑 这 个 概念 . 
c. 向 量 场 的 散 度 和 旋 度 


通过 微分 法， 我 们 已 经 对 每 一 个 数量 场 指定 了 一 个 向 量 场 ， 即 
梯度 ， 类 人 羽 地 ， 通 过 微分 法 ， 我 们 能 对 等 一 个 向 量 场 U 指定 一 个 
确定 的 数量 场 ， 称 为 向 量 场 U 的 散 度 . 对 于 一 个 特定 的 笛 卡 儿 


(21, zayr3) 坐标 系 ， 在 其 中 U= (ay WU2, 3), 我 们 定义 向 量 U 的 散 
度 为 这 样 一 个 函数 
, Du Bu bu 

dvU= B+ Bo + Bo (92) 
也 就 是 三 个 分 量 分 别 关于 三 个 坐标 的 偏 导数 之 和 ， 我 们 能 证 明 ， 用 
这 种 方式 定义 的 数量 场 div U 不 依赖 于 特殊 的 向 卡 儿 举 标 系 的 选 
择 21， 设 一 点 (zl x2, 53) 在 另 一 和 饭 卡 儿 举 标 系 中 的 众 标 是 VisY21Y3: 
两 种 坐标 由 方程 组 (89b) 联系 着 ， 从 而 U 在 新 坐标 系 中 的 分 量 由 
关系 式 (89c) 给 出 .由 微分 法 的 链 式 法 则 ， 我 们 有 


Aux Our ys 
dvyU= 人- 二 名 | Oy; zk 


1) 由 向 县 TJ 的 分 络 的 一 阶 机 高 所 构成 的 其 他 表达 式 则 不 一 定 是 这 种 情形 ， 例 如 
Bu , es2 _ us 或 Du ue Bus 


页 ;+ bas Bs ™ 页 。 Br Bri 
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这 表明 在 任何 其 他 的 坐标 系 中 ， 我 们 得 到 相同 的 数量 div U. 

这 里 我 们 满足 于 散 度 的 形式 定义 , 它 的 物理 意义 将 在 以 后 讨论 
(第 五 章 第 9 节 ). 

对 于 一 个 向 量 场 U 的 所 谓 旋 度 ， 我 们 将 采用 同样 的 步骤 ， 旋 
度 本 身 是 一 个 向 量 

B = curlU. 
如 果 有 一 个 (zl,za,zs) 坐标 系 中 ， 疝 量 U 具有 分 量 1, 2, wa, 我 
们 就 通过 下 式 定义 curl UU 的 三 个 分 量 bh, bo, bs: 
_ dus uz Dual Bus uz dul 


1 Bs Bz P27 Bos Bor Bor Br (3) 


同 其 他 情形 一 样 ， 我 们 能 够 验证 关于 向 量 UU 的 旋 度 的 定义 实际 上 
给 出 一 个 不 依赖 于 特殊 坐标 系 的 选择 的 向 量 , 只 要 所 考虑 的 这 些 和 
卡 儿 坐标 系 有 相同 的 定向 , 但 是 这 里 我 们 省 去 了 这 些 计 算 ， 因 为 在 
第 五 章 中 我 们 将 给 出 旋 度 的 物理 解释 , 它 会 清楚 地 显示 出 旋 麻 的 向 


量 特征 ， 
如 果 我 们 使 用 一 个 带 有 分 量 

0 D 9 

Br1’ Bz2’ drs 


的 符号 向 量 , 那么 梯度 . 散 度 . 旋 度 这 三 个 概念 就 能 互相 联系 起 来 . 
这 个 向 量 微分 算 子 常常 用 倒 三 角形 的 符号 Y 表示 ， 读 作 “del”. 
数量 场 s 的 梯度 是 符号 向 量 Y 与 数量 s 的 乘积 ， 就 是 说 ， 它 是 这 
个 向 量 9 
ads = Ys = (es -2 -2 
后 O71 ’ 有 72 ’ dra “ 
1) 在 乘积 Ys 中 我 们 不 得 不 把 向 量 写 在 数量 的 前 面 ， 这 与 我 们 通常 的 习 慨 相反 ， 
这 是 因为 符号 向 量 祥 的 分 量 不 能 与 通常 的 数量 交换 ， 


(94a) 
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向 量 场 U = {41, wa. v3) ne 


0 0 
dv = 一 Bz; 一 一 好 1 十 去 一 有 2 十 Be U3. (94b) 
最 后 ， 向 量 场 U 的 旋 度 是 向 量 积 
culU==wxU [94c) 
= (过 _ up 
加 dr» "3 rs 2 Hrs 1 dz1 3， rz1 2 GZ2 1 


[多 第 196 页 (71b)l， 由 微分 法 的 链 式 法 则 ， 可 以 推出 这 个 事实 ， 
即 向 量 本 与 用 来 定义 它 的 分 量 的 和 卡 儿 坐标 系 无 关 ， 在 坐标 变换 
(89d) 之 下 ， 由 链 式 法 则 我 们 有 


Dre 0 8 
一 -一 一 性 和 一 一 -一 3 
却 名 7 yi 所 = 之 jh Bry 


这 表明 Y 的 分 量 按照 向 量 的 规则 (89c) 来 变换 . 由 此 明显 看 出 六 e， 
YY.UY xD 也 不 依 炉 干 淮 标 系 

最 后 , 我 们 斤 述 一 些 经 常 出 现 的 关系 . 梯度 的 散 度 等 于 零 , 写 
成 符号 便 是 


curlgrads 一 YX(fvw7s) =10. (95a) 
反 放 的 散 度 竺 于 鹤 写成 符 号 人 
divcurlU=y.:(y x UU)=0. (95b) 


我 们 容易 看 出 ， 从 梯度 ， 散 度 、 旋 度 的 定义 ， 应 用 微分 法 的 可 交接 
性 便 可 推出 这 些 关系 ， 如果 对 于 符号 向 量 Y 应 用 向 量 的 通常 的 规 
则 ， 也 可 以 形式 地 推出 关系 (95a, b), 因为 我 们 有 


Vx{Vs) = (vx v)s=0, 


1) 在 旋 度 的 傅 形 ， 这 个 陈述 必须 说 明 一 下 ， 一 般 说 来 ， 如 辐 在 第 195 页 说 过 的 ， 
两 个 向 其 的 向 走 积 的 大 小 和 方向 有 一 定 的 几何 窟 义 、 但 有 一 个 例外 的 事 悄 ， 就 是 当 我 们 
改变 所 用 第 卡 儿 举 标 系 的 定向 时 ， 向 量 积 就 要 变 到 相反 的 位 置 . 这 意 哑 着 ， 只 要 我 们 不 
改变 治标 系 的 定 窗 (也 束 是 只 要 我 们 色 仅 使 用 行列 式 为 十 1 的 正 交 变换 })， 对 于 一 个 向 量 
U, | 号 X U 总 是 一 个 辐 定 的 向 旺 ， 政 变 坐 标 系 定 向 的 结果 振 curl G 变 到 它 
的 相反 位 置 ， 
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VV XU)= det(y,v,U)=0, 
另外 一 个 十 分 重要 的 向 量 微 分 算 子 的 组 合 是 梯度 的 散 度 


divgrads = YY . (Ws) 
O28 Os Os 


= 3 + Baa 十 一 5 一 人 5. (95c) 


这 里 
(95d) 


2 
As = 5 + 总 + 入 十 守 Os =0 (95e) 
被 数学 物理 中 很 多 重要 的 数量 场 s 所 满足 ， 被 称 作 “ 拉 普 拉 斯 方 
程 ”或 “位 势 (potential) 方程 ”. 

当 独 立 变量 的 个 数 不 是 三 个 时 ，“ 向 量 分 析 ” 这 个 术语 也 常常 
使 用 .由 1% 个 独立 变量 z1,z2,… ,zn 的 nn 个 函数 ,ta,… ,un 所 
形成 的 一 个 涵 数 组 确定 一 个 % 维 空间 中 的 一 个 向 量 场 ， 这 里 关于 
一 个 数量 场 的 梯度 的 概念 和 拉 普 拉 斯 算 子 的 概念 仍 保持 着 它们 的 
意义 类似 于 向 量 场 旋 度 的 概念 变 得 更 复杂 了 . 在 ” 维 空间 中 ， 
类 似 于 (95a, b) 的 关系 ， 最 满意 的 研究 途径 是 遂 过 外 微分 型 的 演 


算 ， 这 将 在 下 一 章 中 讨论 ， 
d. 向 量 族 ， 在 空间 曲线 论 和 质点 运动 中 的 应 用 

除 向 量 场 外 , 我 们 还 考虑 单个 参量 的 向 量 流 型 ， 称 作 向 量 族 ， 
其 中 向 量 U = (wi, to,u3) 不 是 对 应 着 一 个 空间 区 域 的 每 个 一 点 ， 
而 是 对 应 着 单个 参量 t 的 每 一 个 值 ， 我 们 写作 U = U(t). 向 量 可 
的 微 商 可 自然 地 定义 作 


全 = lim zIUt +h) — UE)}, (96a) 
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它 的 分 量 显然 是 


dul duz dus 


1 2 3 {96b) 
dt dt dt 
容易 证 明 ， 这 种 向 重 微 分 法 满足 类 似 于 通常 的 微 商 规 则 
d dd 
二 (U+V)= 0+ (97a) 
a dX ad 
d dy dU 
a VU EY (97b) 
d dV 
VY=Ux 训 + 三 XV (879) 


我 们 能 把 这 些 概 念 应 用 到 由 参量 表示 式 
81 二 的 (人 前， 23 = polt)}, za = $3lt) 


所 给 出 的 空间 中 一 条 曲线 上 的 点 P 的 位 置 向 量 X = X(t) = DR 
所 组 成 的 向 量 族 ， 于 是 


其 = (1, 2 83) = (Pi1(E), bald), pa(ld)). 


向 量 守 的 方向 是 曲线 在 对 应 于 + 的 点 的 切线 的 方向 ， 因 为 向 量 
AX = Xlt + At) - X(t) 的 方向 是 连接 参量 值 + 和 t+ At 所 对 应 


At 一 0 这 个 弦 的 方向 就 趋 于 切线 的 方向 ， 如 果 我 们 用 进 一 个 新 参 
量 ， 即 从 一 个 确定 的 起 点 测 得 的 曲线 的 弧 长 * 并 用 s 代 夫 二 我 们 
就 能 证 明 


全 -学 衬 - (98) 


下 的 加 是 辣 关于 直线 的 相应 的 证明 (第 一 卷 第 399 页 ) 完 
全 一 样 的 。 因 此 ， 二 是 一 个 单位 向 量 .将 方程 (98) 两 边 对 。 微 
分 ， 应 用 (97b), 就 得 到 


dX LX LX dX dx dX 
Ee Bm i 99) 


这 个 方程 表明 向 其 

PX dx1 dz dx3 

ds ( ds2 ' de2 ’ er ) 
垂直 于 切线 . 我 们 称 这 个 向 量 为 曲率 向 量 或 主 法 向 量 ， 并 且 称 它 
的 长 度 


1 tix 
“一 7 二 oa (100) 


为 曲线 在 该 对 应 点 处 的 曲率 . 和 过 去 一 样 ， 称 它 的 个 数 p 二 上 为 
曲率 半径 . 从 曲线 上 的 这 个 点 沿 主 法 向 量 的 方向 济 量 一 个 距 高 为 。 
的 点 ， 称 为 曲率 中 心 


我 们 将 证 明 曲率 的 这 个 定义 与 第 一 着 (第 399 页 ) 中 给 出 的 平 
面 曲线 的 曲率 是 一 致 的 ， 对 于 每 一 个 s, Y = -是 长 度 为 1 并 且 


。 方向 为 切线 方向 的 向 量 . 如 果 我 们 设想 Y(s 十 As) 和 YY(s) 是 以 原 


点 为 公共 起 点 的 向 量 ， 则 差 AY = Y(s + As) -YY(s) 是 连接 它们 
末 点 的 向 量 ， 曲线 上 对 应 于 参数 * 和 s 十 As 的 点 的 切线 之 间 的 来 
角 6 等 于 向 量 Yls) 与 Y(s + As) 之 间 的 赤 角 .于 是 


[AY|I=|Y{s + As} — Y(s)| = 2sin 5, 


因为 
[Y(s)| = |Y(s + As)|= 1. 
利用 
2 1, 当 一 0, 
就 得 到 
一 2 
| 全 4a230 2 | 一 As As 


因此 ， “ 是 曲线 上 两 点 切线 之 间 的 夹 角 与 这 两 点 之 间 屋 长 的 比 
值 ， 当 这 两 点 互相 趋 近 时 的 极限 而 这 个 极 假 确定 了 平面 曲线 的 
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曲率 1. 

曲率 向 量 在 力学 中 起 着 重要 的 作用 . 我 们 假定 一 个 质点 沿 一 条 
和 线 运动 ， 在 时 齐 + 有 位 置身 时 X(:)， 则 运动 训 麻 的 大 小 和 方向 一 
者 都 由 向 量 2 给 出 。 类 似 地 ， 加 速度 由 向 量 乞 式 给 出 由 链 式 


法 则 ， 我 们 在， 
dX _ ds dX 


于 和 ds 


和 
rip. 四 Ts dX ds\ 2 
+ 
按 我 们 已 经 知道 的 向 量 藉 关于 s 的 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 方 程 
(101) 表示 了 如 下 事实 ， 运 动 的 加 速度 向 量 是 两 个 向 量 的 和 ， 它 


们 中 的 一 个 是 沿 曲线 的 切线 方向 ， 它 的 长 度 等 于 和 ， 即 点 在 它 的 
轨道 方向 上 的 加 速度 (速度 变化 率 或 切线 加 速度 ) 另 一 个 的 方向 
是 垂直 于 轨道 的 方向 且 指向 曲率 中 心 , 它 的 长 度 等 于 速度 的 平方 与 
曲率 的 乘积 (这 就 是 法 线 加 速度 ) 对 于 一 个 单位 质量 的 质点 ， 吉 
十 度 向 量 就 等 于 作用 于 质点 上 的 力 . 如 果 没 有 力作 用 在 曲线 的 方向 
上 (如 在 这 种 情形 ， 一 个 质点 受到 约束 而 沿 着 -- 条 血 线 运动 ， 仅 仅 
受到 垂直 于 内线 的 反作用 力 ), 切线 加 速度 就 等 于 稚 ， 并 且 整 个 加 速 
度 季 直 于 山 线 ， 大 小 为 速度 的 平方 乘 以 昌 率 


(101) 


练 习 2.5 


1. 验证 一 点 8 相对 于 一 点 P 的 位 置 向 量 PG 在 坐标 变换 下 
也 是 个 向 量 . 
2. 推导 下 列 恒等式 ; 

1 在 空 问 曲线 的 情形 、 我 们 不 能 像 平面 划 线 那样 ， 把 局 看 成 与 巾 角 a 的 增 其 和 ox 
恒 等 . 理由 基 六 (a) 与 Y(# 十 如 5) 之 徊 的 夹 角 一 般 不 等 于 向 明 YY(8) 生 辣 (s + 太 t)? 同 
某 一 固定 的 第 三 方向 之 间 的 夹 角 的 闫 . 空间 中 方向 之 间 的 夹 角 , 不 像 平面 上 的 一 拌 ， 
它 不 是 可 加 的 . 
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{a) grad (af) = agrad f + Bgrad (a), 

{b) div (aU) = U .grad a + adiv U， 

{c) curlfaU) = grad a x U + acurl U, 

{d) diy (U x V}= VcurlU 一 TU.curV， 
3. 设 品 .Vv 是 算 子 


0 9 


U2 十 吾 二 Us: 
Bz 


oz y By 
的 符号 ， 验 证 
(a) grad (UV)=U:.VVi+iV.vVU+UxcurlV+V xcurl dU, 
(bj curl(U x V)=UdyV -VdyUtV.IU-U.oV. 
4. 对 于 拉 普 拉 斯 算 子 A 建立 


AU = grad div U — curl curl U. 


5. 试 求 曲 线 z = At = 9( 昌 ,z= Mt) 在 点 t 二 to 的 所 谓 “ 窗 
切 平面 * 的 方程 ， 即 经 过 曲线 的 三 个 点 的 平面 ， 当 这 些 点 趋向 于 参 
数 如 所 对 应 的 点 时 的 极限 . 

6. 证 明 曲 率 向 量 和 切线 向 量 二 者 都 位 于 密切 平面 内 . 

7. 设 C 是 具有 连续 转动 的 切线 的 一 条 光滑 曲线 . 设 d 为 曲线 
上 两 点 间 的 最 短 距离 ， 又 设 i 为 这 两 点 间 的 弧 长 . 证 明 ， 当 4d 很 小 
时 有 ad 一 {= o(d). 

8. 设 上 为 任意 参量 ， 证 明 则 线 X= X(t) 的 曲率 是 

pLUXPIXP -XX 
[Xl 

9. 如 果 基 = X(t) 是 -一 条 曲线 的 任何 一 个 参数 表示 式 ， 则 以 其 
为 起 点 的 向 量 吧 忆 /di 在 买点 的 密切 平面 内 ， 

10. 如果 C 是 一 条 连续 可 微 的 团 曲 线 ， 4 为 不 在 C 上 的 一 
点 ， 则 在 C 上 有 一 点 B, 使 得 从 4 到 8B 的 距离 比较 4 到 C 上 其 
他 点 的 距离 都 要 短 ， 证 明 4B 垂直 于 曲线 . 
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11. 在 柱 面 喧 十 尹 =a2 上 上 ， 画 一 条 曲线 ， 使 得 这 曲线 上 任何 
一 点 卫 处 的 切线 与 > 轴 之 间 的 夹 角 等 于 y 轴 与 柱 面 在 PP 点 处 的 切 
平面 之 间 的 夹 角 . 证 明 曲 线 上 任何 一 点 P 的 坐标 能 够 用 一 个 参量 
9 通过 以 下 方程 组 来 表示 : 


TIT 二 gc0s0, 0asing, z= C+logsing 


再 证 明 这 条 曲线 的 曲率 是 2 sin 9(1 + sin? 0)# 

12. 求 曲 线 = = cos9,y = sg = = f(9) 在 点 6 的 密切 平面 的 
方程 (参看 第 5 题 ). 证 明 ， 如 果 f(9) = (cosh 40)/4, 则 每 一 个 密切 
平面 都 与 中 心 为 原点 、 半 径 为 VGL 二 1745] 的 球面 相 切 ， 

13. (a) 证 明 经 过 曲线 


1 1 
r= 5, y= 08 z= 过 
土 的 三 点 三 ,如 :后 的 平面 具有 方程 
3 zz 
一 2{t1 十 三 十 ta)7 十 (tots 二 tati 十 tt)= — titsts = 0. 


(b) 证 明 在 二 ,tz,13 处 的 密切 平面 的 交点 在 这 个 平面 上 . 

14. 设 久 = X(s) 是 任意 一 条 空间 曲线 ， 使 得 向 量 X(s) 三 次 
连续 可 微 (s 为 弧 长 ). 求 在 点 s 处 与 曲线 最 紧密 切 触 的 球 的 中 心 、 

15. 如 果 不 二 XX(s) 是 单位 球面 上 一 条 曲线 ， 其 中 s 为 弧 长 ， 
则 

| 光一 区 | =| 关 放 一 (六 - 闫 六 = ( 评 -[X x 汽 ])? 

16. 一 条 曲线 上 两 个 邻近 点 的 密切 平面 之 间 的 夹 角 与 该 两 点 间 
张 长 之 比 的 极限 ( 即 单位 法 向 量 相对 于 弧 长 的 导数 ) 称 作 这 曲线 的 
挠 牵 设 6(s).&2(s) 囊 示 没 着 曲线 以 (8) 切线 方向 和 曲率 向 量 方向 
的 单位 向 量 ， 我 们 用 名 (9) 表示 垂直 于 与 和 &2 的 单位 向 量 (所 请 
副 法 向 量 ), 它 由 |&1 x 全 ] 给 出 证 明 弗 需 帮 公式 

《2 


各 二 与， 
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p 7 

-名 
其 中 1/p = 上 是 zfs) 的 曲率 ， 1/r 是 义 (s) 的 找 率 . 

17, 使 用 练习 16 中 的 向 量 各 ,6a, 各 作为 坐标 向 量 ， 求 (a) 向 
量 六 的 表达 式 ， (b) 从 点 于 到 与 X 最 紧密 切 触 的 球 的 中 心 的 向 
量 的 表达 式 . 

18. 证 明 抄 率 为 零 的 曲线 是 平面 曲线 . 

19. 考虑 空间 一 个 定点 4 和 一 个 动 点 PP, 它 的 运动 由 时 间 的 一 
个 函数 给 出 . 用 户 表示 点 P 的 速度 向 量 ， 且 用 a 表示 尸 到 4 方 
向 的 单位 向 量 ， 证 明 


és = 


d . 
| = a:bP. 


20，(a) 设 4, B,C 是 三 个 固定 的 不 共 线 的 点 ， 设 PP 为 一 个 动 
点 . 设 ab,c 分 别 为 P4, PB, PC 方向 的 单位 向 量 ; 把 速度 向 量 卫 
表示 成 这 些 向 量 的 线性 组 合 : 


P=avtt bv 十 ca0. 


证 明 


六 一 site ‘bv+ (a:c)wa~ vb ~ we}. 


(b) 证 明 点 P 的 加 速度 向 量 卫 是 


卫 =aa 二 0Ob +7c， 


其 中 
位 tu 一 i) 
[4-P| |8-P| 


tuw( A - 友 = I) 
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以 及 8 和 7 具有 类 似 的 表达 式 . 

21, 设 > = xu(z,y) 表示 由 任意 一 条 曲线 的 切线 形成 的 曲面 . 
证 明 (a) 这 上 曲线 的 每 一 个 密切 平面 都 是 该 曲 商 的 切 平 面 ， (b) 函数 
4(z,2) 满足 方程 


2 一 
Ureuyy 一 zy = 0. 
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第 三 章 ”微分 学 的 发 展 和 应 用 


3.1 隐 范 数 


a. 一 般 说 明 


在 解析 几何 中 一 条 曲线 的 方程 常常 不 是 用 y = f(z) 这 个 形 
式 而 是 用 F(z,y) = 0 这 个 形式 给 出 的 ， 辟 如 一 条 直线 就 由 方程 
az 十 2+e 一 0 表示 , 而 一 个 椭圆 就 由 方程 22/e?+ 广 /如 = 1 表示 . 要 
得 到 曲线 的 形 如 y = f(z) 的 方程 ， 我们 就 必须 从 方程 F(z,) = 0 
把 y 解 出 来 .在 第 一 卷 中 我 们 曾 考虑 过 这 样 一 个 特殊 的 问题 ， 就 
是 找 y = f(x) 的 反 函 数 ， 这 个 问题 实际 上 就 是 从 方程 F(z,Y) = 
9 一 了 Zz) 二 0 解 出 x 的 问题 . 

这 些 例子 握 示 了 从 方程 F(z,y) = 0 解 出 z 或 y 的 方法 的 重 
要 性 . 甚至 对 包 售 多 于 两 个 变量 的 郴 数 的 方程 我 们 也 将 找到 这 种 方 
法 . 

在 最 简单 的 情形 ,例如 前 述 直 线 与 椭 俩 的 方 各 ， 方 各 的 解 可 以 
马上 表 为 初等 丽 数 的 形式 , 而 在 另外 的 情形 , 解 可 以 被 近似 , 并 且 和 要 
怎样 近似 就 可 以 怎样 近似 , 不 过 , 对 王 很 多 目的 来 说 , 宁可 不 去 求 方 
程 的 解 出 的 形式 ,或 是 它们 的 近似 ， 而 是 要 由 直接 研究 画 数 F(x,y) 
来 得 到 关于 方程 的 解 的 -- 些 结论 ， 这 里 ， 没 有 假定 F(x, 中 的 变 
量 z,g 那 一 个 比 另 一 个 处 于 优先 地 位 ， 

并 不 是 每 一 个 方程 F(z,g = 0 都 是 基 个 明 数 y = f(x) 或 
xz = 由 gg) 的 隐 式 表示 ， 很 容易 给 出 方程 F(z,3) = 0 的 例子 ， 它 不 
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介 许 任何 一 元 函数 作为 它 的 解 。 例 如 ， 方程 2 十 妨 =0 只 被 单独 
的 一 对 值 > = 0, y = 0 所 满足 ， 而 方程 2 十 访 十 1 = 0 则 根本 不 
被 任何 实数 值 所 满足 . 这 就 是 为 什么 有 必要 更 严密 地 考察 一 个 方程 
F(z,2) 二 0 能够 定义 一 个 晴 数 gy = f(z) 的 条 件 以 及 这 个 函数 能 具 
有 的 性 质 的 原因 ， 


练 习 3.1a 


1. 设 对 于 若干 对 值 (4, 攻 有 f(a,8b) = 0. 如 a 为 已 知 ， 请 给 出 
一 个 寻找 5 的 构造 性 的 选 代 方法 . 问 了 要 具有 什么 条 件 ， 这 个 方法 
才 可 行 ? 


b. 几何 解释 


为 了 使 情况 直观 ， 我 们 把 函数 下 (z,2) 用 三 维 空间 的 曲面 z = 
F(z,Yy) 来 表示 .方程 F{z,) = 0 的 解 完全 等 同 于 两 个 方程 > = 
F(z,) 与 z = 0 的 联 立 解 ， 从 几何 上 看 ， 我 们 的 问题 就 是 要 确定 
曲面 z = F(z,) 是 否 与 zy 坐标 平面 相交 于 荣 条 曲线 y = f(z) 或 
z = (只. (至 于 这 交 线 能 够 延伸 多 远 ， 我 们 这 里 并 不 管 它 . ) 

第 --- 个 可 能 性 是 曲面 与 平面 没有 公共 点 . 例如 抛物 面 z = F(x,Y) 
= 2 十 奶 十 1 完全 位 于 wy 平面 之 上 , 因而 这 里 没有 任何 交 线 , 很 清 
楚 ， 我 们 仅 需 考虑 最 少 有 -- 个 点 (zo, 加 ) 使 (zo, Yo) = 0 的 情形 . 
这 个 点 (zo,yo) 构成 了 我 们 解 的 “初始 点 ”. 

知道 了 一 个 初始 解 ， 接 着 就 有 两 个 可 能 ， 在 点 (zo 加 ) 处 的 场 
平面 ， 或 者 是 水 平 的 ， 或 不 是 水 平 的 。 如果 切 平 面 是 水 平 的 ， 则 我 
们 马上 可 以 用 例子 表明 ， 不 可 能 从 (zo, 如) 扩展 成 一 个 解 y = f(z) 
或 了 = 由 如. 例如 ， 抛 物 面 z = 于 十 只 有 初始 解 了 一 0 =0 但 
是 它 不 再 包含 xy 平面 上 的 其 他 点 . 与 此 相对 比 ， 曲 面 x = zy 有 
初始 解 z = 0,y = 0, 且 与 2 平面 沿 着 直线 > = 0 与 直线 y =0 相 
交 ， 但 是 却 不 存在 原点 的 任何 邻 域 ， 使 得 我 们 能 够 对 整个 交 线 用 
一 个 函数 y = f(z) 或 一 个 晒 数 x = p(y) 表示 出 来 (参看 图 3.1 与 
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3.2). 另 一 方面 ， 甚 至 当初 始 解 的 切 平面 是 水 平时 ， F(x, 办 = 二 0 也 
很 可 能 有 一 个 解 ， 如 像 FF(z,g) = (y 一 2) = 0 的 情况 ， 所 以 在 水 平 
切 平 面 这 个 特 听 情 况 ， 没 有 可 能 作出 一 个 一 般 确定 的 结论 ， 


图 3.2 入 = zy 的 等 高 线 


剩 下 的 可 能 性 便 是 初始 点 处 的 切 平 面 不 是 水 平 的 . 这 时 ， 直 观 
地 想到 曲面 z = F(z,9) 可 以 在 原始 解 的 邻 域内 由 切 平 面 来 近似 ， 
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我 们 就 可 以 期 望 曲面 尽 可 能 弯 得 贴切 一 些 ， 使 得 不 可 避免 地 要 在 
《z0, Vo) 附近 交 zy 平面 于 一 个 单独 的 完全 确定 的 交 线 , 并且 期 望 这 
一 曲线 邻近 初始 解 的 一- 部 分 可 以 由 等 式 y= 了 (xz) 或 z= Gly) 来 表 
示 . 从 解析 式 来 看 , 切 平 面 不 是 水 平 意味 着 Fs(xo, yo) 和 FE (zo, vo] 
总 有 一 个 不 是 0( 见 第 53 页 }. 这 些 就 是 下 一 节 讨 论 的 基础 . 


练 习 3.1b 


1. 研究 曲面 2 = f(x: 切 , 确定 在 指定 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 
能 否 把 方程 f(z,y) = 0 中 的 g 解 出 成 为 = 的 一 个 函数 : 

(a) f(r,) = ,To0==0. 

(b) f(z2,9) = llog(s + 1, xo = 1.5, yo = ~0.5. 

(c) flz, 0) = sinfrlz +o))]— 1, zx0= w=1/4. 

(dj Fla = 2 Yo = = 0. 


c. 隐 函 数 定理 
我 们 现在 叙述 修 画 数 存 在 的 充分 条 件 ,， 并 且 同 时 给 出 微分 它们 
的 一 个 法 则 . 
役 Fe 全 在 训 (enim) 的 二 个 人 包 内 有 连续 的 信介 南 忆 
六 于 
F(xo, yo) =0, Fylzo, yo) 0. (1) 
出 旧 (rouin) 为 中 心 , 厅 夺 琳 全 
To-a<r<rot+a, yw -<y<wm+hd (2) 


全 得 对 mm -a < < 0 +e 缩 由 的 民风 了 上 的 名 -个 方程 
F(z,) =0 
久生 个 名 v= J) 位 于 区 辣 如 一 9 <v< w+ 上 .这 人 
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数 / 满足 初 条 件 go = f(zu), 并 且 对 【内 的 每 一 个 = 都 有 


F(x, f(z)) = 0. {3) 
yo -Bs fr)<wt+p, (3a) 
Fylx, F(z) #0. (3b) 


此 和 f 虹 闪 续 ,并 在 1 上 厅 申 广 和 
多 = jz)= - 守 (4) 


给 册 的 疾 续 微 南 

这 是 一 个 在 初始 解 (zoz) 的 邻 域内 来 解 方程 F(z, 共 = 0 的 
严格 的 局 部 性 存在 定理 , 这 个 定理 并 没有 指出 如 何 去 找 “初始 解 ， 
或 是 如 何 确定 方程 P(z,g) = 0 是 否 有 满足 它 的 任何 一 个 解 (x,y). 
这 些 是 整体 性 的 问题 ， 已 经 超出 了 定理 范围 . 解 y= f(z) 的 唯一 
性 与 正则 性 也 只 能 是 局 部 地 保证 成 立 , 即 当 ! 限制 在 区 人 间 ?一 < 
y < 如 + 之 内 的 时 候 ， 这 种 限制 的 必要 性 可 从 方程 


F(x,y) 一 2z2 十 锥 -1=0 


这 样 简单 的 例子 明显 地 看 出 ， 对 每 一 个 满足 ~1<x<1 的 xz, 这 方 
程 有 两 支 不 同 的 解 
y= 上 tV1l— 22. 


对 每 一 个 = 任意 选 定 一 个 符号 ， 就 得 到 -… 个 单 值 解 g = f{z}. 很 
清楚 ， 由 这 种 方法 我 们 能 够 得 到 每 一 个 z 都 不 连续 的 解 ， 壁 如 对 
有 理 的 > 取 正 号 ， 而 对 无 理 的 x 取 负 号 ， 当 我 们 限定 y 取 不 变 
的 符号 时 才 得 全 连续 解 ， 这 个 符号 可 以 这 样 选 定 ， 即 对 给 定 的 zo. 
一 1 < zo < 1, 在 满足 区 十 钥 =1 的 两 个 可 能 的 值 各 中 选 定 一 个 . 

一 个 满足 6 = f(xo) 的 唯一 的 连续 解 就 可 以 对 所 有 z, -1 < 了 < 1， 
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取 既 满足 zz 十 吧 = 1 又 与 同 号 的 y 而 得 到 ， 从 几何 上 说 ， 7 的 
图 像 是 包含 点 (zo, yo) 的 那个 上 半圆 或 下 半 贺 ， 肾 数 f 有 连续 的 微 
商 F 
下 上 亚 
si i 一 上 < 了 < 1]1. 

对 于 zx= 士 ] 定义 Y 为 0 这 样 解 y= Faz) 就 在 闭 区 间 -1<z<1 
上 和 连续， 不 过 在 区 间 的 端点 ， 由 于 玉 = 0 微 商 Y 变 成 无 穷 大 ， 

下 一 节 我 们 将 对 这 个 一 般 性 的 定理 给 以 证 明 . 这 里 我 们 看 到 ， 
只 要 满足 (3) 的 函数 ffz) 的 存在 性 与 可 微 性 一 吾 成 立 ， 我 们 就 可 
以 应 用 链 式 法 则 ( 见 第 61 页 (18)) 微分 F(z,y) 来 得 到 f'(x) 的 显 
式 表示 ， 由 此 推出 

Fi+E,: f(s)=0, 


因而 只 要 名 0, 就 导出 公式 {多 . 等 价 地 ， 如 果 方 程 Flx,3) = 0 
确定 y 作为 > 的 一 个 函数 ， 我 们 就 有 


dF = Fudz 十 了 dy = 0， 


加 ¢ Ey 
dy = de = -2 
一 个 隐 范 数 y = f(z) 可 以 被 微分 到 任意 给 定 阶 ， 假定 阻 数 
F(z,y) 具有 那 同 样 阶 的 连续 偏 微 商 。 举例 来 说 ， 如 果 Flz, 共 在 
矩形 (2) 中 具有 连续 的 一 阶 与 二 阶 的 微 商 ， 方 程 {4) 的 右边 便 是 = 
的 一 个 复合 函数 
2 人 cr， F(z) 
F(z, f(x)) 
因为 ， 由 于 (3b) 分 母 不 为 0, 又 由 于 已 知 f(z) 具有 一 阶 的 连续 微 


商 ， 我 们 就 由 (4) 断定 y 有 连续 微 商 ， 再 应 用 链 式 法 则 就 得 到 
nr FyFrs + FyPryf’ — FeFys — FoFyyf’ 
¥ 一 一 万 2 “ 
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对 包 用 表达 式 (4) 代入 后 ， 我 们 得 到 


_ FI Fzs — 2FoyFs Fy + FoFyy 


LL 
4 二 四 
Fy 


(5) 


当 我 们 应 用 隐 范 数 的 一 般 定 理 肯定 了 某 区 间 内 函数 f 的 存在 
性 后 ， 法 则 (和 和 {5) 便 可 用 来 求 出 隐 函 数 y = f(z) 的 微 商 ， 即 使 
不 可 能 把 y 明显 表 为 初等 函数 (有 理沙 数 ， 三 角 耻 数 等 ). 另外 ， 即 
使 我 们 可 把 方程 F(z,Y) = 0 按 y 显 式 解 出 ， 由 法 则 (4) 和 (四) 来 
找 出 g 的 微 商 也 常常 比较 方便 ， 而 不 用 去 求 那 y = f(z) 的 任何 显 
起 表示 . 

例 

1. 双 纽 线 (第 一 着 第 113 页 ) 方程 


F(z,y) = (3° + -2a (2 ~)=0 
要 对 y 解 出 来 是 不 容易 的 。 对 于 z = 0, y = 0, 我 们 求 得 
F=0, FE=0, B=0. 


我 们 的 定理 在 此 无 效 ， 正 如 我 们 由 这 一 事实 就 可 料 到 ， 凤 通过 原点 
有 双 纽 线 的 两 个 不 同 分 支 . 不 过 ， 对 则 线 上 所 有 yg 关 0 的 点 我 们 的 
法 则 都 可 以 应 用 ， 因 而 函数 y = f(x) 的 微 商 由 下 式 给 出 

; Fr _ 4z(z2 十 好 ) 一 402z 


YB rt) tay 


我 们 可 以 从 方程 本 身 得 到 关于 曲线 的 许多 重要 知识 ,而 用 不 着 y 的 
显 式 表示 .例如 ， 极 大 与 极 小 可 以 出 现在 多 =0 处 , 即 当 w=0, 或 
是 怠 + 访 = 时， 由 双 纽 线 的 方程 知道 ， 当 z=0 时 y=0; 但 是 
在 原点 却 没 有 极 值 点 (参看 第 一 卷 第 113 页 图 9. 1.3). 所 以 ， 这 两 
个 方程 给 出 了 四 个 点 


(55 二) 
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作为 极 大 和 极 小 . 
2. 第 卡 儿 了 叶 形 线 
具有 方程 
Fs) =2 -3ary=0 


3.3 笛 卡 儿 叶 形 线 


(参看 图 3.3), 其 显 式 解 很 难看 . 在 原点 处 曲线 与 自己 相交 , 由 于 在 该 


的 点 ， 我 们 有 
yy 


i, V2 — ar 
因此 ， 当 天 = ay 时 ， 或 者 按照 曲线 的 方程 ， 即 当 
=ay2, y=aY4 


时 ， 微 商 有 零点 . 
练 习 3.1<c 


1. 证 明 下 列 各 方程 在 指定 点 附近 有 对 y 的 唯一 解 ， 
(a) 2 + ry t=7 (2,1), 
(b) zcosizy =0 (1 3) 
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(c] xy + log zy = 1 (1,1), 
(d) z+ 十 wy = 3(1,1). 
2. 求 出 习题 1 中 的 各 个 解 的 一 阶 微 商 ， 并 在 指定 点 处 给 出 它 
们 的 值 . 
3. 求 出 习题 1 中 各 个 解 的 二 阶 微 商 ， 并 在 指定 点 处 给 出 它们 
的 值 . 
4. 习题 1 中 的 隐 式 定义 的 函数 中 ， 哪 一 个 在 指定 点 是 凸 的 ? 
5. 找 出 满足 方程 碟 十 zy 十 妨 = 27 的 函数 y 的 极 大 值 与 极 小 
值 . 
6. 设 户 (z, 芒 在 点 {zo,30) 的 一 个 邻 域内 是 连续 的 ， 试 证 方程 


y= wot / “fe, wat 


在 围绕 x = zo 的 某 区 间 内 把 y 确定 为 > 的 函数 . 
和 . 隐 范 数 定理 的 证 明 


隐 函 数 的 存在 性 系 由 中 值 定理 直接 推出 ( 见 第 一 卷 第 48 页 ). 
假设 F(z,y) 在 点 (zo 加 )] 的 一 个 邻 域内 有 定义 并 有 连续 的 一 
阶 微 商 ， 并 令 


F(zo, yo) =0, F(zo, yo) 0. 


不 失 一 般 性 ， 我 们 假设 m = 乌 (xo, 如 ) > 0. 否则， 我 们 只 要 用 一 刀 
来 代替 FF 就 行 了 ， 这 并 不 改变 由 方程 R(z, 急 = 0 所 措 绘 的 扣 集 . 
因为 妨 (z, 是 连续 的 ， 我 们 可 以 找到 一 个 以 (zo, go) 为 中 心 的 短 
形 ,小 到 整个 R 可 以 完全 落 在 下 的 定义 域 之 内 ， 而 在 整个 RR 内 
乌 (Z, 胃 > m/2. 设 吾 是 矩形 


zo~a<r<mnta -P<y<ywtiph 


( 见 图 3.4)， 由 于 F(z,9) 也 是 连续 的 ， 我 们 推断 Fs 在 R 是 有 界 
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的 ， 这 样 ， 对 于 所 有 R 中 的 (xz, 存在 正常 数 m, M 使 得 
Fylz, y) > m/2, IB (z, y)| <M. (6) 


对 于 由 zo 一 a 到 zo + a 之 间 的 任 一 固定 的 x, 表达 式 F(x,2) 在 区 
间 yo 一 8 <y< ww 二 8 上 是 yy 的 连续 而 单调 递增 的 函数 ， 如 果 


Flx, V0 十 加 > 0， Flg, 加 一 2p) < (0， (7) 


则 我 们 可 以 断定 在 由 和 -8 刘 sw + 8 之 间 在 在 一 个 唯一 的 值 y 
满足 F(x,y) = 0. 二 是 对 于 给 定 x, 方程 F(z,y) = 0 有 一 唯一 解 
Y 二 f(x) 满足 

加 一 有 <gy<t 加 十 有 


为 了 证 明 (7), 我 们 看 到 ， 按 中 间 值 定理 
Flzx, yo) = F(x, yo) — F(zo, 0) = Frlé, go) — wo), 


这 里 是 zo 与 > 之 间 一 个 中 间 值 . 因此 ， 如 a 表示 0 与 6 之 回 的 
一 个 数 ， 则 我 们 就 有 


[F(z, go) < [Falé, ya) |e ~ zol < Mea, I — zol < a. 
相似 地 ， 从 FF > m/f2 推 得 
Ffz,yotB)= (Flr, yo + 8B) — Fr, yo)) + F(2,yo) 
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> 3mp — Mua, 
Flr,yo 一 月 ) =-[F(z,y) — Flro, yo — PY + F{R, yo) 


< -3m8 + Ma. 


于 是 ， 只 要 我 们 取 a 相当 小 使 得 a < 4 与 a < m8/2M, 那么 对 区 
间 zo 一 a <z <xo++a 土 的 任何 5 不等式 (7) 都 成 立 

对 于 |z 一 zol < a 的 任何 zx, 方程 F(x,y) 90 的 解 y= f(x} 在 
条 件 入 一 扣 | 三 与 以 (z, 和 ) > m/2 > 0 之 下 ， 其 存在 性 与 唯一 性 
便 证 明了 .而 对 x = zo, 方程 F(z,y) = 0 有 相当 于 我 们 的 初始 点 
的 解 y = gp， 因为 ww 必然 落 在 yo 一 8 到 yo 十 8 之 则 ， 因 而 我 们 
有 xo) = 如 . 而 f{z) 竟 连 续 性 与 可 徽 性 现在 可 由 多 元 函数 的 中 
值 定理 应 用 于 F(z,g) 推出 来 [ 见 第 74 页 (33)1. 设 z 与 x 十 hh 系 在 
zo 一 Qa 到 zo+a 之 间 的 两 个 值 ， 又 设 y= f(z) 与 y+k= f(z 十 h) 
是 了 的 加 应 的 值 ， 这 里 y= f(z) 与 y+k 上 = f(z 十 有) 都 位 于 加 一 月 
到 加 十 8 之 间 . 于 是 F(z,2) 二 0, 了 F(z 十 hy 十 kK) = 0. 由 此 推出 


0= F(t+h,y+R) ~ Fs, 
= P(r+Oh,y+ Ok)ht FEF(r + oh, y+ Or)k, 
这 里 纺 是 0 到 1 之 间 某 一 适当 的 中 间 值 .7 


应 用 天 0 这 一 条 件 ， 我 们 可 以 用 Fy 来 除 并 求 得 


Ek__ Fle+0h,y+ Ok) (8) 
hh Fl(m+oh,y+or) 


由 于 矩形 中 的 所 有 点 都 有 |s| < M, El > m/2, 故 可 知 上 式 右边 
有 界 2M/m. 因此 ， 
kl < Sh, 


1) 竹 意 中 值 定 理 在 这 至 可 以 应 用 ， 因 为 连接 矩形 lz 一 zol < 条 一 gol 六 万 内 任 
意 两 点 的 线段 整个 落 在 矩形 之 内 . 


因此 ， 当 hh 下 0 时 = f(z 十 有 ) 一 了 (2) 一 0, 而 这 就 表示 y = f(z) 
是 连续 消 数 。 由 (8) 推出 ， 对 固定 的 > 并 对 2 = f(z) 有 
flz++h)— f(r) 2 lim F(z+Oh,yt+ ok) 
让 ns0 Fl + Oh,y + OK) 
RD) 
Fylz, vy) 
这 就 建立 了 f 的 可 微 性 ， 并 且 同 时 又 给 出 微 商 公式 (4). 

这 个 证 明 关键 是 已 {zo: 加 ) 关 0 这 个 假设 ， 由 此 我 们 才能 够 推 
得 局 在 (zo,Vo) 的 一 个 足够 小 的 邻 域 内 不 变 号 ,并且 下 (z,y) 对 园 
定 的 x 是 y 的 单调 消 数 . 

这 个 证 明 仅 告 诉 我 们 函数 y = f(z) 是 存在 的 它 是 一 个 纯粹 
“存在 性 定理 ”的 典型 例子 , 其 中 计算 解 的 实际 可 能 性 是 不 考虑 的 . 
当然 我 们 可 以 引用 第 一 卷 中 讲 到 的 任何 数值 方法 ( 见 第 一 卷 524 页 
以 下 ) 来 明 近 方程 Flz,y) = 0 在 固定 的 x 处 的 解 . 


limn 
hs0 


练 习 3.1d 


1. 给 出 一 个 函数 f(x, g) 的 例子 ， 使 得 

a) 在 = zo,y 二 名 的 附近 ， 了 (zs, 切 二 0 可 以 对 y 解 出 成 为 
z 的 一 个 函数 ， 

b) f(z0, 加) = 0. 

2. 给 出 一 个 方程 F(x,y) = 0 的 例子 ， 使 在 一 点 (zxo, go) 的 附 
近 可 以 解 出 y 为 z 的 一 个 函数 # = f(z), 而 了 在 zo 不 是 可 微 的 . 

3. 设 wz) 对 z 的 所 有 实 值 都 有 定义 ， 试 证 明 方程 

F(a = +(l+r yy — Hz) =0 

对 z 的 每 一 z 的 值 都 定义 一 个 单 值 的 y. 
e. 多 于 两 个 自 变量 的 降 函 数 定理 

隐 和 函数 定理 可 以 扩充 到 多 个 自 变数 的 函数 如 下 : 
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最 Fe yw … 可 是 和 要 ,区 的 读本 ,并 有 


连续 的 偏 微 商 EE 设 (zo, yo, , z0, uo) 为 F 的 定 
六 的 内 点, 村 这 放 ， 

F(zro,yo ,20,u0) = 0, 及 F(xo, yo: ,20, U0) 0. 
由 是 , 我 们 可 以 对 wo 划 出 一 个 区 间 wo 一 8 < u< w+ 有 8 和 一 个 包 
含 在 其 内 部 的 点 (zo,go,…, zw0) 的 矩形 区 域 ,使 得 对 R 内 每 一 
个 点 (TY, ,2), 方程 Fl{z, 时 由 = 0 被 位 于 区 间 wo - < 
“< w+8 肉 的 的 个 单一 人 所 坟 尾 对 次 个人 ,下 人 
用 = f(r,y,..,z) 表示 ， 方程 

Flr, yz f(r, ) 一 必 


名 训 为 在 友 内 的 人 等 式 埋 人 
20 = FUzo 20h 
wo— P< fs 2) < ut pb; 
Er 天 
本 数 是 自 杰 数 nn ,的 过 代数 并且 具有 并 人 人 
由 下 列 方程 给 出 : 
+hufr=0, y+:fy=0,,F+ Fufr=0 {9a) 
证 明 完全 与 上 节 对 于 方程 F(x,w) = 0 的 解 所 给 出 的 证 明 遵 循 
一 思路 而 没有 新 的 困难 . 
有 启发 性 的 是 ， 把 微分 公式 (9a) 结合 成 一 个 单一 的 方程 
Fdzr+ Fydy+ :+ Fzdz + Fudu=0. (9b) 


1) 值 8 与 矩形 域 中 并 非 唯一 确定 的 - 如果 我 们 取 8 为 任何 一 个 充分 小 的 正 数 并 
且 取 召 ( 依 赖 于 肥 也 充分 小 ， 定 理 的 论断 仍然 是 正确 的 
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用 话 来 说 ， 如 果 自 变量 3 人 不 是 彼此 独立 而 由 条 件 
Fe ww = 归于 约束 那么 这 将 和 灾区 变量 的 名 人 
分 同样 不 是 独立 的 ， 而 由 线性 方程 


号 硬 于 第 生 


dF = Fdz+ Pdyt :+ hdzt Fudu=0 


如 果 我 们 在 (9b)】 内 把 du 用 表达 式 wsdz 十 坊 dy 十 *… 十 Wsdz 
代替 ， 再 让 每 个 自 变量 的 微分 dz,dy,…, dz 的 系数 等 于 0, 我 们 就 
得 到 微分 公式 (9a). 

顺便 说 一 下 ， 隐 函数 的 概念 使 我 们 能 够 给 出 代数 聊 数 的 一 般 


定义 ， 我 们 称 4 = f(z,y,…,2) 是 自 变量 z,y,…,z 的 代数 函数 ， 
如 果 可 以 由 方程 F(z,… ,z==0 来 隐 式 表示 ， 其 中 下 是 变 
量 x,y…,z,u 的 一 个 多 项 式 ， 简单 地 说 ,就 是 满足 一 个 代数 方 


程 . 一 个 不 满足 任何 代数 方程 的 函数 称 为 超越 的 
作为 一 个 例子 ， 我 们 把 微分 公式 运用 于 球面 的 方程 
F(z = 二 + 二 -l=0. 
求 偏 微 商 ， 我 们 得 到 


1. 求证 方程 x 十 yy 十 z = sinwyz 可 以 在 原点 (0, 0, 0) 附近 对 z 


:249 - 


解 出 求 出 解 的 偏 微 商 ， 
2. 对 下 列 每 一 方程 ， 在 所 指出 点 附近 考察 是 否 都 能 唯一 地 对 
z 解 册 而 成 为 其 余 变 量 的 函数 ， 
(ay sin z+ cosy+ tgz =0(z =0,y= 712 =7); 
(b) z2? 十 292 十 3z2 一 一 0 
(z=,y=2,z=—l1,w= 8); 
(cj 1+2+y= cosh(z+t2z)+sinh(y + z) 
(z=y=z=0). 
3. 求证 zg 十 z 十 wyz3 二 0 在 原点 (0,0,0) 附近 隐 式 地 定义 z 
为 z,y 的 一 个 函数 .把 z 展开 成 为 z,y 的 每 ， 直 到 四 阶 为 止 ， 


3.2 用 隐 函 数 形式 表 出 的 曲线 与 曲面 


a. 用 隐 东 数 形式 表 出 的 平面 曲线 
用 形式 为 y = f(x) 的 方程 来 描绘 平面 曲线 时 ， 坐 标 间 有 主 从 
区 别 ， 并 不 对 称 ， 曲 线 的 切线 与 法 线 分 别 由 方程 
(7) —(é—z)f(r)=0. (10a) 
与 
(7 -Wf (s+ -2)=0 (10b) 


给 出 ( 见 第 一 卷 第 386 页 )， 这 里 6,n 是 法 线 或 切线 上 一 任意 点 的 
“流动 坐标 ”而 z,y 是 曲线 上 的 点 的 坐标 ， 曲 线 的 曲率 为 


fF" 
“7 


( 见 第 一 卷 第 39 页 ). 而 对 拐点 则 要 求 条 件 


(10c) 


f(z)=0 (10d) 
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成 立 . 我 们 现在 将 导出 关于 用 F(z,y) = 0 形式 的 方程 隐 式 地 表示 的 
曲线 的 一 系列 相应 的 对 称 公式 . 我 们 假定 在 所 考虑 的 点 处 ， 瓦 , 瓦 
不 都 是 0, 即 

FPF2+F#0. (11) 


譬如 假定 Fy 壮 0, 我 们 就 可 以 在 (10a, b) 中 对 f(z) 用 (4)( 第 
225 页 ) 的 值 来 代替 ， 从 而 马上 得 到 切线 方程 的 另 一 个 形式 


(€—z)F +{n— Wy,=0 {12a) 
与 法 线 方 程 的 相应 形式 
(€— zhy— (7 WF:=0. (12b) 


对 本 =0, 面 刻 关 0, 我 们 则 通过 隐 式 方程 F(z,y) = 0 的 另 一 种 
形式 x = gly) 得 到 相同 的 方程 ， 

曲线 在 点 (z, 切 处 的 法 线 方向 余弦 ， 即 【5, 9 平面 上 垂直 于 以 
(12a) 为 其 方程 的 直线 的 方向 余弦 由 


Fs ， 瓦 
， Sin c = 
WF2 + F2 F2+F2 


给 出 ( 见 第 146 页 (20)). 类 伏地， 曲线 的 切线 的 方向 余弦 一 即 
直线 (12b) 的 法 线 一 一 是 


COS 上 一 


(12c) 


cos 月 一 - . sing = ls .. 
AT 十 ye + 了 

由 线 在 一 给 定点 的 法 线 实 际 上 有 两 个 方向 ， 一 -个 是 由 (12c) 给 
出 的 方向 余弦 方向 ， 另 一 个 与 之 相反 . 由 (12c) 给 出 的 法 线 与 以 
Te 本 作为 分 量 的 向 量 , 即 三 的 梯度 ( 见 第 222 页 ) 都 是 同 向 的 , 由 于 
梯度 向 量 的 方向 就 是 五 增加 最 快 的 那个 方向 , 所 以 在 曲线 F(x, y) = 
0 的 一 点 处 的 梯度 总 是 指向 区 域 > 0 的 内 部 的 .对 于 公式 (12c) 
所 确定 的 法 线 方向 也 有 同样 的 结论 . 


{12d) 


第 242 页 公式 (5) 给 出 了 由 隐 疝 数 形式 F(z,y) =0 给 出 的 函数 
乡 = ftz) 的 二 阶 微 商 /= J"(z) 的 表示 式 ， 对 于 隐 式 F(x,y) = 二 0 
给 出 的 曲线 ， 拐 点 出 现 的 必要 条 件 产 = 0 可 以 写成 


FFs — 2Fe PyFey t+ FiF,y= 0. (13) 


在 这 公式 中 两 个 变量 z,y 没有 那个 是 为 主 的 ， 现 在 它 完全 是 对 称 
的 ， 所 以 不 再 需要 丽 夫 0 的 假定 ， 当 然 ， 这 个 对 称 特 征 反映 了 提 
点 这 个 概念 有 完全 与 任何 坐标 系 无 关 的 几何 意义 . 

若 在 曲线 的 曲率 公式 (10c) 中 用 "(xz) 的 公式 (5) 代入 ， 那 么 
我 们 又 得 到 一 个 = 与 y 对 称 的 表达 式 


FZ 一 F2F, 
R= 一 二 蕊 2 一 到 vt Pe 型. (14a) 


3 
(V2 + 2)) 
引进 由 这 半 色 
1 
我 们 就 得 到 曲率 中 心 一 即 与 (=, 切 距离 为 p 的 内 法 线 上 的 点 ( 见 
第 一 着 第 403 页 )(€,7) 的 坐标 : 
=z- 一 2 =y- Er . (lo 


FtE VF2+F? 


如 果 代 替 曲 线 F(z,Y) = 0, 我 们 考虑 曲线 F(x,y) = c, 其 中 
c 为 常数 ， 则 所 有 上 面 的 讨论 都 一 样 成 立 ， 我 们 只 需 用 F(z,%) 一 c 
代替 赣 数 也 (zx, 细 ), 而 这 两 者 有 着 相同 的 导 函 数 . 所 以 对 这 些 曲 线 来 
说 ,雪线 .法 线 以 及 还 有 一 些 其 他 对 象 的 方程 在 形式 上 同上 面 完 全 
一 样 ， 
我 们 让 = 取 遍 一 个 区 关内 的 所 有 值 ， 便 得 到 由 F(x,) 一 c=0 
表示 的 曲线 族 ， 它 构成 丁 数 F(x, 切 的 等 高 线 族 ( 见 第 16 页 ). 更 一 

1) 井 率 的 符号 见 第 一 卷 第 400 页 由 (14a) 定义 的 曲率 是 正 的 , 如果 沿 曲 线 的 “外 
侧 "F 在 增加 ， 也 就 是 说 ， 在 接 角 点 附近 出线 的 切线 是 位 于 下 > 0 区 域 的 . 
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般 地 说 来 ， 我 们 由 形式 为 
F(z,y,c)}=0 
的 方程 得 到 一 个 单 参量 的 曲线 族 . 当 。 取 一 给 定 信 时 ， 就 得 到 一 
条 等 高 线 I 的 隐 式 表示 . 对 于 位 于 T. 上 的 一 一 即 满足 方程 
F(x, c=0 
的 一 点 (z, 切 , 以 上 推导 出 的 公式 都 完全 适用 . 特别 要 提 到 的 是 , 梯 
度 向 量 {Frly, y, 2), F(z, ¥, oj 在 点 【2， y) 处 与 Le 垂直 . 
作为 一 个 例子 ， 我 们 来 考虑 椭 回 


2 
了 
F(z,Y) = 二 十 扫 =1. (15a) 


由 (12a), 在 点 (z,3) 的 切线 方程 是 
八 - 相 本 十 外 一 攻克 =0 


因此 ， 结 合 (15a), 这 可 简化 为 


tT TV 
n+l 


由 (14a) 得 到 曲率 
可 a4bs 

如 果 a > 如 这 在 顶点 y = 0, z = 二 a 处 有 最 大 值 e/ 妇 , 而 在 另 一 -对 
顶点 z= 0,3y = 十 处 则 出 现 最 小 值 wa2， 

如 果 两 条 曲线 F(x,y) = 0 与 G{z,y) = 0 在 点 (z,y) 相交 ， 曲 
线 的 交角 是 用 交点 处 的 两 条 切线 (或 法 线 ) 的 交角 w 来 定义 的 ， 
如 果 回 忆 到 法 线 方 向 可 由 梯度 给 出 , 并 对 这 两 个 向 量 的 夹 角 引用 第 
138 页 公式 (7), 我 们 就 得 到 公式 
FGr + FyGy 


FI+ Fa /G2 + G2 


(15b) 


COSW 一 


《16) 


这 里 cosw 可 按 FG 增加 的 方向 取 定 两 条 曲线 的 法 线 的 交角 来 
唯一 地 确定 . 
在 (16) 中 令 忆 = 了 , 即 在 {z, 幼 点 处 曲线 以 直角 相交 ， 就 得 到 
正 交 性 的 条 件 : 
”0 .Ge+h,.G,=0. (16a) 
如 果 曲 线 密 搂 , 即 在 交点 处 有 一 公共 的 切线 与 法 线 ， 那 么 梯度 
向 量 ( 玉 , 丁 ) 与 (Gs, Gy) 必 相 平 行 ， 这 就 导致 平行 条 件 


FG,— FG = 0. (16b) 


作为 一 个 例子 , 我 们 考虑 所 有 以 原点 作为 焦点 的 抛物 线 族 (“ 共 
焦点 ”抛物 线 ) 


F(z,y,c) = — 2c(z 十 3) =0 (17a) 
( 见 第 267 页 图 3.9). 如 果 cl > 0 与 cz <0 则 两 支 抛物 线 
F(x,y,01) = 22 一 2ci (« 十 3) 二 0 


与 c 
F(x,y,c2) = ai 2c2 (2 十 宇 ) 一 0 


正 交 于 两 个 点 ; 因为 在 两 个 交点 处 有 
1 2 
也 二 一 了 ea 十 Ca)， ¥ = 一 cic2) 
因 之 
Fy (2,Y; Ci) Fely, yc9) 十 Fylz, 2 cl) * F,{z,y, Ca] 
= 4(cic2 + y2) = 0. 
由 (14a), 抛物 线 (17a) 的 曲率 是 


2 
“人 十 四 3 


处 就 简化 为 


在 顶点 处 曲率 中 心 或 密切 加 的 中 心 ， 由 (14e) 而 有 举 标 
€= -2+ |elsgn = 3 了 一 人 
因此 焦点 (0,0) 就 是 顶点 与 曲率 中 心 的 中 点 . 
练 习 3.2a 


1. 求 下 列 隐 示 地 给 出 的 曲线 的 切线 与 法 线 方程 : 
(a) z2 + 2 — 2y=0, 

{b) e* siny + ey cosz = 1, 

(c) cosh (z+ 1) — siny = 0, 

(中 22+ =Yy+sinz, 

(e) 23 + yt = coshy, 

{f} 7 十 2 =1. 

2. 计算 曲线 


si 区 十 5iny 一 工 


在 原点 处 的 曲率 , 
3. 求 极 坐 标 方程 f(r,9) = 9 所 给 出 的 曲线 的 曲率 . 
4. 证 明 曲 线 


(z+y—a+27ary=0 


与 真 线 z 二 y =a 的 交点 是 曲线 的 拐点 . 
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5. 确定 常数 a 与 b 使 得 圆锥 曲线 
422 + 4zy + 10z— 10y+11=0, 
(y+be—1—b -aby~—z+1~-b)=0 


在 点 (1,1) 处 互相 正 交 并 且 在 该 点 有 相同 的 曲率 ， 

6. 设 K' 和 EK" 是 两 个 回 ， 有 两 个 交点 4 与 B, 如 果 另 一 圆 天 
与 K' 和 五” 均 正 交 ， 那 么 他 也 必 与 每 一 个 经 过 交点 4 与 B 的 圆 
相 正 交 . 


b. 曲线 的 奇 点 


在 前 一 节 的 许多 公式 中 ， 都 在 分 母 中 出 现 表 达 式 县 十 碟 . 于 
是 ， 我 们 可 以 推测 在 加 十 琴 =0 的 那些 点 处 可 能 会 出 现 某 种 奇异 
现象 .在 曲线 F(z,y) =0 的 这 样 二 个 点 处 所 =0 与 三 = 0, 因而 
作为 切线 的 斜率 的 表达 式 y= - 豆 失掉 了 意义 ， 

如 果 在 一 个 点 已 的 邻 域 内 ， 一 个 变量 z 或 是 y 可 以 表 成 男 一 
个 变量 的 连续 可 微 函 数 ， 则 称 该 点 P 为 曲线 的 一 个 正规 点 ， 在 这 
种 情况 下 ， 曲 线 在 点 卫 有 切线 并 在 点 P 的 附近 与 切线 相差 很 小 . 
曲线 上 正规 点 之 外 的 点 都 称 为 奇 点 

从 隐 函 数 定理 我 们 知道 ， 若 F(z,y) 有 连续 的 一 阶 人 篇 微 商 ， 则 
在 曲线 上 每 一 个 适合 条 件 所 十 瑟 冯 0 的 点 都 是 正规 点 ， 因 为 在 也 
点 处 车 三 取 0, 我 们 可 以 由 方程 Flz,9) = 0 解 出 一 个 连续 可 微 的 
解 y = 并) 而 若 政 夭 8 则 可 以 按 x 和 解 出 方程 , 

有 各 种 类 型 的 奇 点 . 其 中 重要 的 有 所 谓 重点 ， 即 有 两 个 或 更 多 
的 曲线 分 支 通过 的 点 . 例如 双 纽 线 (第 一 卷 第 113 页 ) 


(z+) 2a? (x? —y)=0 


即 以 原点 为 一 个 重点 .很 清楚 ， 在 重点 的 邻 域 内 不 能 把 曲线 的 方程 
众 一 地 表 成 y= f(z) 或 z= g(y) 的 形式 . 
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作为 非 重 点 的 奇 点 的 一 个 例子 ， 可 举 出 半 立 方 明 线 


F(z,y} = -72=0 


图 3.5 曲线 六 一 z2 =0 


( 见 图 3.5). 这 在 原点 处 有 包 = 三 = 0. 解 出 y, 则 可 以 把 项 线 方程 
表 成 
y= f(r) = Yr%, 
其 中 了 是 连续 的 ， 但 在 原点 不 可 微 。 这 上 曲线 在 原点 有 一 个 尖 点 . 
有 了 时 豆 . 和 三 在 一 点 处 丝 为 0, 曲线 在 该 点 仍 可 能 是 正规 的 . 
这 可 以 
F(zs,y) = ~ w=0 
为 例 ， 这 在 原点 处 有 = 五 = 0. 对 gy 求解 即 得 
y= f(z) 三 V4, 
其 中 f(z) 对 所 有 都 是 连续 可 微 的 ;: 因此 原点 确实 是 一 个 正规 点 . 
由 于 下 是 zx 的 偶 耳 数 ， 曲 线 对 于 y 轴 对 称 ， 曲 线 是 上 四 的 ， 并 与 x 
轴 在 原点 相 密 接 ， 就 好 像 抛 物 线 y = 22 那样 ， 但 是 原点 也 基 上 曲 线 
的 某 种 特殊 点 ， 国 为 1” 在 这 里 变 成 无 穷 大 ， 即 曲线 在 此 取 无 穷 大 
和 
由 代表 直线 y = z 的 这 个 方程 
F(zy) = (y—2) =0 
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这 一 简单 例子 可 以 看 到 ， 曲 线 F(z,y) = 0 就 是 在 皮 十 本 =0 的 
点 处 也 无 任何 奇异 的 性 态 - 
我 们 将 在 附录 A.3 中 更 系统 地 研究 曲线 的 奇 点 . 


练 习 3.2b 


1. 对 下 列 曲 线 在 原点 处 讨论 其 奇异 性 ， 

(a) F(z,y) = ai 上 8 一 cmy=0 

(b) F{z,9) = (fF — 222)? — 2° = 0, 

(c) F(z,W) = (1+el/*)y—2=0, 

(d) Fle,W) =¥(24 -2) -2 =0, 

{e) Plz,y) = (yy -25) — 2 =0. 

2. 曲线 *3 十 中 - 3azy =0 在 原点 有 一 双重 点 ， 问 其 切线 是 什 
么 ? 

3. 画 出 曲线 (y 一 22)2 一 z5 一 0 的 图 形 并 证 明 它 在 原点 处 有 一 
尖 点 ， 与 曲线 好 - z2 = 0 的 尖 点 出 较 ， 这 个 尖 点 有 局 特殊 之 处 ? 

4. 试 证 明 曲 线 族 


{fzceosa 一 zainaw 一 区 一 cftzsina 十 gcoga) 


(其 中 a 是 参数 ，bc 是 常数 ) 的 每 一 条 都 有 一 个 尖 点 ， 并 且 全 部 尖 
点 都 位 于 同一 圆周 上 . 

“5. 设 (5; 胃 是 曲线 F(z,) = 0 的 一 个 双重 点 ， 假 定 在 (zx, 功 
处 并 非 所 有 二 级 微 商 全 为 0, 试 计算 出 (z, 急 处 的 两 条 切线 的 交角 
. 求 出 

(a) 双 纽 线 ， 

{b) 竺 卡 儿 叶 形 线 ( 见 第 243 页 ) 
的 双重 点 处 的 两 切线 的 交角 . 

6. 试 求 出 其 线 


ylaz + by) = cz3 + ey +t fry + gy 
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在 原点 处 两 个 分 支 的 每 一 个 的 曲率 . 
c， 曲面 的 降 函 数 表 示 法 


直到 现在 ， 我 们 常用 函数 * = f(x,y) 形式 来 表示 zz 空 
徊 的 曲面 对 于 空间 中 某 一 给 定 的 曲面 的 这 种 显 式 表示 中 所 给 予 = 
的 这 种 特殊 地 位 ， 大 们 常 感到 不 方便 ， 比 较 自然 也 比较 一 般 的 是 用 
F(z,y,2) 二 0 或 F(z,y,z) =c 这 种 隐 式 来 表示 空间 中 的 曲面 ， 例 
如 以 原点 为 中 心 的 球面 ， 用 对 称 形式 方程 


十 天 十 如 一 下 二 0 
来 表示 比 用 方程 
siV 
更 好 ， 曲 面 的 刀 式 表示 也 可 看 作 一 种 特殊 的 隐 式 表示 ， 妓 
F{z,y, 2) 二 和 一 fx, Y) =0. 
为 要 导出 曲面 F(z,y,z) = 0 在 点 PP 处 的 切 平 面 方程 我们 作 
一 个 假定 ， 即 在 该 点 处 
RR+FR+F#0, (18) 
也 就 是 至 少 有 一 个 偏 微 商 不 是 00. 比如 说 ， 瑟 和 由 我 们 就 可 以 找 
到 曲面 在 PP 点 附近 的 显 式 方程 z = f(zw, 雏 . 在 PP 点 处 的 切 平 面 的 


方程 便 是 
Cc—-z= {Et -zf + (nm Dy, {19a) 


以 革 ,m,6) 为 流动 坐标 ( 见 第 52 页 ). 
按 第 248 页 公 式 {9a), 用 fe 一 —Fr/F,, 方 一 —F/F. 来 代替 
了 的 偏 微 商 ， 我 们 得 到 切 平面 方程 ， 形 为 
-z+ (7 -D+ -zr =0. (19b) 


本 轴 钱 二 样 ， 梯 度 FF 的 消失 为 0 常 相应 于 曲面 的 奇异 性 质 ， 但 我 们 不 准备 过 论 
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切 平 面 (19b) 的 法 线 与 梯度 向 量 (Fz, 本 ,Fz) 有 相同 的 方向 ( 见 
客 222 页 ). 因此 ， 法 线 的 方向 余弦 的 表达 式 为 
kk 
FIP+E 
Ey 
FI+FI+P 
上 > 
COS = 一 一 -一 一 一 一 -一 一 . 
WF?+H+F2 
更 确切 地 说 ， 我 们 在 这 里 取 定 了 指向 下 增加 的 那个 方向 作为 平面 
的 法 线 方向 ( 见 第 223 页). 
如 果 两 曲面 F(z, y; 2) 三 0 与 Crz， 2 z) =0 在 一 点 相交 ， 曲面 
的 交角 w 是 由 切 平面 的 交角 或 是 法 线 的 交角 来 定义 的 ， 即 


tos5o 一 


cos 月 一 


PGs + FGy + FG 


一 一 -一 -一 一 一 -一 ， 20 
取 其 特例 (w = 三 ), 便 得 到 正 交 条 件 
PG t+ FGy+ FG,=0. (20b) 
代替 一 个 由 F(z,y,z) = 0 方程 给 出 的 上 曲面， 我们 可 考虑 由 


FPF(2,y,2) =¢ 


(此 处 。 是 一 常数 ) 给 出 的 更 为 广泛 的 曲面 族 ， 常数。 的 不 同 值 给 
出 函数 的 不 同 的 等 值 面 ( 见 224 页 ). 在 任何 一 点 (z,y,z) 处 梯度 
向 量 (已, FF) 都 是 垂直 于 经 过 那 点 的 等 值 面 的 ， 同 样 地 ， 方 程 
(19b) 给 出 等 值 面 的 切 平面 

作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 球面 


z2 十 妥 十 好 一 7 


由 (19b), 在 点 (zx,y,z) 处 的 切 平 面 方程 是 
(€ — 1)2r + (7 — 2y+ (6 - 2)2z = 人 
也 就 是 
éz + Ny +z= 72. 


法 线 的 方向 余弦 是 与 (zg,z) 成 比例 的 ， 也 就 是 说 ， 法 线 与 由 原点 
到 点 (x,y,z) 的 矢 径 是 重合 的 . 
对 于 以 坐标 轴 为 主轴 的 更 一 般 的 椭 球 面 


22 p22 四 
不 十 严 十 去 一 |， 
切 平面 的 方程 是 e 。 
本 + 丙 + 益 =1 
练 习 3.2e 
1. 找 出 下 列 曲 面 在 指定 点 的 切 平 而 ， 
(a) 曲面 
z+ ry 一 9z3 二 37 二 1=0 
在 点 (1,1,1) 处 ; 
(b) 曲面 


(22 + ta Txy 二 3r+ :z=14 


在 点 {1,1,1) 处 ; 
(c) 曲面 
sin2 z 十 cos(y 十 z) 一 3 


(d) 曲面 
1 十 zycosrz 十 yainrz 一 22 一 0 
在 点 (0,0,1) 处 ; 
te) 曲面 


coa 了 十 Co8g 十 23in2z 一 昌 


Ly 
在 点 (0,0, -5) 处 ; 
(f) 曲面 
22 十 只 二 22 十 sinz 
在 点 (0,0,9) 处 . 
2. 证 明 曲 面 族 


=, 2 十 2 十 YW 这 十 如 = 


过 同一 点 的 三 个 曲面 是 互相 正 交 的 . 

3. 设 点 4 与 互 都 是 以 同一 速度 作 匀 速 运动 ， 4 自 原点 沿 z 
轴 运 动 ， 瑟 从 点 (a,0,0) 疝 平 行 于 gy 轴 的 方向 运动 ， 求 由 联 线 45 
所 生成 的 曲面 . 

4. 试 证 明 曲面 2? 十 六 一 刀 = 1 在 任何 一 点 的 切 平面 都 与 曲面 
交 于 两 条 直线 . 

5. 如 果 F(z,y,z) 二 1 是 曲面 方程 ，F 为 次 齐 次 函数 ， 那 么 
点 (?,z) 的 切 平面 由 以 下 方程 给 出 : 


《Fe + ny + er =h. 
6. 设 z 被 方程 
z+ + Iryz=0 


定义 为 z,y 的 函数 ， 试 把 ze, zy 表 为 2,y,z 的 沙 数 . 
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7. 求 下 列 各 对 曲面 在 指定 点 的 交角 : 

(8) 2r4 二 - 422 一 -4 十 z2 十 几 = 22, 在 点 (0, 0,1) 处 ; 

(b) 2 + = 2, cosh (z+ gy —2)+sinh(z + —1), 在 点 (1,1, 
0) 处 ; 

{c) z2 十 只 三 拓 z2 十 2 一 G 在 点 (10.0) 处 ; 

(dj) 1 + sinhfz/v3 = cosh (y/Y3), s2+ 刀 =* 一 1 在 (0,0,1} 


点 ; 
(8) cos rfz2 十 引 十 sinfrlz2 二 2) = 1 73 十 扫 = 好, 在 点 (0,0,0) 
处 ， 
3.3 ”函数 组 、 变 换 与 映射 
a 一 般 说 明 


由 隐 旺 数 己 得 到 的 结果 使 得 我 们 能 够 考虑 函数 组 , 即 同时 一 起 


讨论 几 个 函数 ， 这 一 节 我 们 仅仅 考虑 特别 重要 的 一 种 情形 ， 即 函数 
的 个 数 与 自 变量 的 个 数 恰 好 相等 . 我 们 从 研究 两 个 自 变量 的 这 种 丁 
数组 的 意义 开始 ， 假 定 两 个 函数 


E€=BzY) 与 9=Wr,D (21a) 


都 是 在 2g 平面 上 的 一 个 集合 以 函 数 的 定义 域 | 上 连续 可 微 ， 我 们 
可 以 按 两 种 途径 来 解释 这 个 应 数组 .第 一 种 (活动 的 ) 的 解释 是 作 
为 映射 或 变换 .( 第 二 种 解释 是 看 作 举 标的 变换 ， 将 在 第 268 页 进 
行 讨论 . ) 对 于 zy 平面 上 以 (z,3) 为 坐标 的 任意 一 点 P 在 外 平面 
上 总 是 对 应 于 一 个 以 作品 为 侯 标 的 像 点 下 . 
一 个 简单 的 例子 是 所 谓 仿 射 喘 射 或 变换 
t=ar+by, 41= 人 cr+dy, 


这 里 a,b,c,d 都 是 常数 ( 见 第 160 页 ). 
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通常 把 (z,2 与 (é,n) 解释 为 同一 个 平面 上 的 点 .这 时 我 们 称 
之 为 xy 平面 到 自 身 的 映射 或 变换 . 

与 映射 相 联 系 的 一 个 基本 问题 是 映射 的 闻 问题 ， 即 按 方 程 组 
一 太 oz, 久 与 了 = 区 (2 如 何 把 z,y 表示 为 5,7 的 函数 以 及 如 何 
决定 这 些 反 肾 数 的 性 质 . 

如 果 当 (z,gy) 跑 沪 映射 的 定义 域 恕 时， 其 像 点 跑 遍 上 平面 的 
一 个 集合 B, 我 们 就 称 互 为 鼠 的 像 集 或 映射 的 值 域 . 如 果 部 上 
的 两 个 不 同 点 总 对 应 于 B 上 两 个 不 同 的 点 ， 则 8 上 的 每 一 个 点 
息 , 们 仅 有 灵 上 一 个 唯一 的 点 (x, 外 把 它 作为 像 点 ， 【点 (2 芒 叫 
做 点 〈#,9]) 的 逆 象 ， 与 像 点 相对 立 , ) 这 就 是 说 ， 我 们 可 以 把 映射 唯 
一 地 反 转 过 来 ， 由 在 B 上 定义 的 西数 组 


一 gf y=h(é,n) (21b) 


来 确定 z,y 作为 £,7 的 函数 .这 时 我 们 说 映射 (21a) 有 唯一 的 逆 
或 说 它 是 一 个 1-1 映射 .我 们 称 变 换 (21b) 为 原来 的 逆 映 身 或 是 
浊 检 

如 果 在 这 个 映射 中 ， 点 P(z,2) 描绘 一 条 RR 内 的 曲线 ， 则 像 点 
(9) 通常 将 相应 地 描绘 出 一 条 集合 B 内 的 曲线 ， 称 为 前 一 曲线 的 
像 曲 线 . 例如 ， 平 行 于 9 轴 的 直线 >=“< 在 印 平 面 上 相应 于 下 列 


以 y 作 参 量 的 这 个 参量 方程 组 


《一 ple, 2)， 人 二 (ec, 切 (22a) 
所 表示 的 曲线 ， 再 则 直线 y = 对 应 于 曲线 
< 一 p(w, k), 二 pt{r, k) (22b) 


. 如 果 对 于 < 和 天 我 们 取 定 两 串 等 距离 的 值 c1,c2,c3,… 与 a, 2, ks，… 
则 由 胆 线 > = 常数 与 y = 常数 组 组 成 的 矩形 “坐标 网 "如同 通常 华 
标 纸 上 的 直线 网 ) 就 对 应 于 £7 平面 上 相应 的 曲线 所 组 成 的 曲线 从 
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3.6 和 图 3.7 ”在 zy 平面 与 6 平面 上 z = 常数 与 y = 常 教 的 曲线 网 


标 网 (图 3.6 和 图 3.7). 这 两 族 曲 线 都 可 写成 陷 函 数 形式 ， 如 果 我 
们 用 方程 (21b) 表示 道 变换 ， 那 么 曲线 方程 就 分 别 是 


9 人 一 c， 与 和信 二 天 (22c) 


在 很 多 情况 下 ， 曲 线 网 给 映射 (21a) 提供 一 个 很 有 用 的 几何 
图 象 比 把 该 方程 组 解释 为 在 {z,y,é,7) 四 维 空间 中 的 一 个 二 维 曲 
面 要 清晰 得 多 . 

同样 地 fx 平面 上 的 两 族 直 线 上 = 7 与 9 = 相应 于 zy 平 痢 
上 的 两 族 曲 线 

gz, =r 与 $2,Y) = 

作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 反 演 { 又 称 逆 : 站 半 径 映 射 或 关于 单位 

贺 的 反射 ). 这 个 变换 由 下 列 方 程 组 给 出 


= (23al 


化 Y 
FP’ "7 B+ 
这 里 每 一 点 卫 = {z, 都 对 应 到 一 点 了 = (é, 攻 .位 于 同一 射线 OP 
上 ， 并 满足 方程 


£2+ 人 = 或 OP = -1 ， (23b) 


1 
z2 十 好 OF 
从 而 位 移 向 量 0 的 长 度 是 位 移 向 量 5 六 的 长 度 的 倒数 ， 单 位 加 
z2 十 态 = 工 内 部 的 点 被 映 到 单位 圆 外 部 的 点 , 反之 也 一 样 . 从 (23b) 
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我 们 求 得 其 逆 变 换 为 
“EHR 9 
这 也 是 一 个 反 演 ; 因而 反 演变 换 下 每 一 点 的 像 点 的 逆 与 其 像 点 是 
重合 的 . 
作为 映射 (23a) 的 定义 域 ,我们 可 取 除 去 原点 外 的 全 部 平 


面 ， 而 值 域 B 则 取 除去 原点 外 的 整个 印 平面 .在 én 平面 上 的 直 
线 &= 7 与 = 分别 对 应 于 zy 平面 上 的 加 


zf zz=0 与 s+ 
了 中 


同样 ， xy 平面 上 的 直线 坐标 网 对 应 于 两 个 圆周 族 ， 分 别 在 原点 切 
于 # 轴 和 ?7 畏 . 


图 3.8 
作为 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 映射 
《一 2 ~ = 22y, 
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直线 = 常数 映射 到 zy 平面 为 等 轴 双 曲线 半 -- 妈 = 常数 ， 其 渐 
近 线 为 直线 x = 9 与 x = 一 y. 直线 7 = 常数 也 对 应 到 一 族 等 轴 双 
曲线 ， 以 坐标 轴 为 其 渐 近 线 . 每 一 族 双 曲线 都 与 另 一 族 双 曲线 交 于 
直角 (图 3.8). 在 zy 平面 上 与 坐标 轴 平 行 的 直线 对 应 到 tm 平面 上 
的 两 族 抛 物 线 ， 抛物 线 族 有 = 4c2(e2 一 对 应 到 直线 + = 而 抛 
物 线 族 矿 = 4r2 (rn? + 8) 对 应 到 直线 y = rk. 所 有 这 些 抛物 线 都 以 
原点 为 焦点 ， 而 以 上 轴 为 其 轴 ; 它们 形成 一 族 共 焦 点 与 共 轴 的 抛物 
线 (图 3.9) 


一 一 变换 有 一 个 重要 的 解释 并 应 用 于 譬如 流体 这 样 的 连续 介 
质 的 运动 与 变形 的 描述 .如 果 我 们 考虑 这 样 的 介质 在 给 定时 间 分 
布 在 区 域 RR 上， 然后 由 一 个 运动 使 它 变形 ， 那 原来 分 布 在 五 上 的 
介质 将 覆盖 一 个 与 总 不 同 的 区 域 互 ,在 运动 的 开始 介质 的 每 一 质 
点 可 以 由 总 内 的 坐标 (x,y) 来 区 别 ， 而 在 运动 的 结束 用 B 内 的 坐 
标 仆 ,9 来 区 别 ， 把 (z:2 变 到 此 ,9) 的 变换 的 1 对 1 的 特性 不 过 
是 不 同 的 质点 还 变 为 不 同 的 质点 这 个 显然 的 物理 事实 的 数学 表示 
而 已. 
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练 习 3.3a 


1. 找 出 下 列 变换 下 直线 z = 常数 ，y = 常数 的 象 曲线 ， 


(a) 二 一 er cosy, 1 = e” siny; 
(DE=(5 -WD/2 7= vy 

(cf = Vefy, 7 = cos(z 十 Y); 
(d) €= 7 + n=y+re 1; 
(e) £= 2), 9 = 

({) € = sinhz， 7 = coshy; 


{(g) € = sin(z 十 切 ， 1 = cos(z 一 Y); 
(h) é 一 ec, n= einy, 


2， 找 出 在 变换 5 = e*, 9 = ey 于 由 曲线 sinh*z 十 cosh3y 二 1 
所 包 锁 的 区 域 的 像 域 . 

3. 找 出 在 变换 £ = V3 干 二 VY -下 逢 形 域 1<2<3 
4<gy<16 的 像 域 . 

4. 变换 ££ = x 一 2y, = 2zy 是 否 是 一 一 的 ? 
b. 曲线 坐标 

与 画 数 组 上 = p(z, 胃 ,1 = (>, 切 的 第 一 种 解释 (看 做 映射 ) 紧 
密 相 联 系 的 第 二 种 解释 是 看 成 平 商 上 的 坐标 变换 ， 如 果 冰 数 各 多 
不 是 线性 的 ， 则 变换 不 再 是 仿 射 的 ， 而 是 一 般 的 曲线 坐标 变换 . 

我 们 再 度 明 确 假定 ， 当 (x, 跑 浪 xy 平面 上 的 区 域 时 ， 杠 
应 点 人 &,9) 跑 沪 im 平面 上 的 区 域 B, 并 且 对 B 的 每 一 点 ， 都 能 在 


下 中 唯一 地 确定 一 个 相应 点 (z, 切 ; 换 句 话说， 变换 是 一 一 的 . 它 的 
反 变 换 我 们 仍 写 成 了 = 98fE, 9 y = hlé,7). 


现在 我 们 说 区 域 如 中 一 点 P 的 坐标 ， 我 们 的 意思 是 指 任何 一 
个 数 对 ， 它 对 于 给 定 的 一 个 坐标 架 能 够 唯一 地 确定 点 已 在 尽 中 的 
位 置 ， 直角 坐标 形成 最 简单 的 坐标 系 ， 它 扩展 到 整个 平面 另 一 个 
熟知 的 坐标 系 是 xy 平面 上 的 极 坐 标 系 ， 它 由 下 列 方程 给 出 : 


2 y 


€=47= VII+, n=0=arctg— (0<0< 27). 


ey 
当 我 们 如 上 给 定 了 一 个 函数 组 = (zs 共 , 9 = (zs 共 时 ，- 
艇 我 们 能 够 对 每 个 点 P(z, 切 指出 相应 值 《5 有 作为 它 的 新 坐标 ， 
而 对 区 域 8 上 每 一 对 值 人 ,唯一 地 确定 数 对 (z, 切 , 因而 唯一 地 
确定 了 点 卫 在 RR 上 的 位 置 ， “光标 线 "6= 常数 和 = 常数 在 zy 平 
面 上 就 代表 两 族 曲 线 ， 分 别 由 6(z, 办 = 常数 与 wz 区) = 常数 两 广 
程 隐 式 地 表示 ， 这些 坐标 曲线 羡 满 区 域 及 而 成 为-- 组 坐标 网 (通常 
为 曲线 ) 的 ， 由 于 这 个 缘故 ， 沧 标 ,中 也 称 为 RR 上 的 曲线 坐标. 
我 们 将 再 一 次 指出 , 方程 组 的 这 两 种 解释 是 如 何 紧密 地 相 联 系 
着 的 由 zy 平面 上 平行 于 从 标 轴 的 直线 映射 到 60 平面 上 来 的 相 
应 曲线 ， 可 以 直接 看 做 en 平面 上 的 曲线 坐标 系 = = 9(6,9, y = 
ji(6 ,可 下 的 华 标 曲线 ， 反之 ，zy 平面 上 的 曲线 坐标 系 《 = gz 
7 二 (lz,y) 的 举 标 曲线 ， 就 是 如 平面 上 的 与 坐标 轴 平 行 的 直线 网 
在 这 映射 中 的 像 曲线 ， 即 使 在 把 (6, 可 看 做 zy 平面 上 的 曲线 坐标 
的 解释 中 ， 如 果 我 们 要 使 情况 理解 得 清楚 的 话 ， 我 们 也 必须 考虑 一 
个 甸 平 面 与 其 上 一 个 区 域 B, 使 得 坐标 为 (6, 功 的 点 可 以 在 其 中 变 
化 ， 区 别 主要 在 于 观察 的 角度 9 如 果 我 们 主要 兴趣 在 于 zy 平面 
上 的 区 域 R, 我 们 就 把 (49 看 做 用 来 确定 区 域 R 上 的 点 的 位 置 的 
一 个 新 办 法 ,而 名 平面 上 区 域 B 就 仅 是 次 要 的 了 ;而 如 果 我 们 对 
zy 平面 与 6 平面 的 两 个 区 域 与 B 都 同样 有 兴趣 ， 那 么 我 们 最 
好 是 把 方程 组 看 做 刻画 两 个 区 域 之 间 的 一 个 对 应 ,也 就 是 一个 区 域 


巧 热 而 有 一 个 真正 的 区 别 在 于 ， 这 些 方程 永基 定义 了 一 个 映射 ， 不 管 有 多 少 个 点 
名 ,好 对 应 到 一 个 点 (6 本; 而 这 些 方程 却 仅 当 对 应 是 一 一 对 应 的 时 候 ， 才 定义 一 个 坐 
标 变换 
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到 另 一 个 区 域 的 一 个 有 映 射 . 不过， 往往 最 好 是 把 两 种 解释 一 一 映 
射 与 坐标 变换 都 同时 记 在 心 上 , 

作为 一 个 例子 ， 我 们 引进 极 坐 标 (m 男 , 并 把 > 与 8 看 做 +9 
平面 上 的 直角 坐标 ， 而 贺 阅 族 " = 常数 与 直线 族 9 = 常数 则 映射 
到 7r8 平面 上 的 与 坐标 轴 平 行 的 直线 .如 果 zy 平面 上 区 域 是 阅 
2 十 六 <1, 那么 76 平面 上 的 点 (7,9) 将 跑 亡 整个 第 形 0 < < 1， 
0 之 9 < 27, 在 这 里 =0 和 49= 2r 这 两 条 边 上 的 点 都 对 应 到 区 域 
请 的 同一 个 点 ， 而 整个 边 " = 0. 则 是 原点 (z, 奶 = (9,0) 的 象 . 

曲线 坐标 系 的 另 一 例子 是 抛物 线 坐标 系 . 我 们 从 考虑 zy 平 而 
上 的 共 焦 点 的 抛物 线 ( 见 第 267 页 与 图 3.9) 


号 Cc 
=2e(z+3) 
y clz+3 


来 得 到 它 ， 这 族 抛 物 线 都 以 原点 为 焦点 ， 以 =” 轴 为 轴 . 通过 平面 上 
除 原点 外 的 每 一 点 有 抛物 线 族 中 的 两 条 抛物 线 , 一 条 相应 于 正 参数 
值 < = &, 而 男 一 相应 于 负 参 数值 < = 人 我们 用 相应 于 点 的 这 两 个 
值 z,y 来 解 出 方程 


-得 到 e 的 两 个 值 : 
Es+VBTP, 9- VRTR, 


这 两 个 值 4, 7 可 以 看 做 是 zy 平面 上 的 曲线 坐标 ， 而 共 焦 点 抛物 线 
就 是 它 的 坐标 曲线 ， 这 些 都 已 在 图 3.9 中 表示 出 来 ， 只 要 我 们 想像 
着 把 符号 (ze, 妇 与 (6,7) 互相 调换 一 下 就 成 了 . 

在 应 用 抛物 线 坐 标 (€, 帮 时 ， 我 们 必须 记 住 一 对 值 ,9) 对 应 
着 两 个 点 他 , 功 与 (2, 一, 妓 相 应 的 搜 物 线 上 的 两 个 交点 . 因此 ， 
为 要 得 到 数 对 (z, g) 到 数 对 (5,9) 间 的 一 一 对 应 ， 我 们 就 必须 限制 
[z, 功 于 半 个 平面 ， 和 譬如 y 二 0, 这 样 ， 就 在 这 个 半 平 面 上 每 个 区 域 
RR 都 与 平面 上 的 一 个 区 域 B 一 一 对 应 ， 而 这 个 区 域 互 上 的 每 
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一 个 点 的 直角 坐标 (€,7) 就 与 区 域 五 内 的 相应 点 的 抛物 线 坐 标 完 
全 相同 了 . 


练 习 3.3 b 
1. 证 明 ， 对 于 z 关 10<?zy<T/A2, 方程 组 
=(sing)/z 一 IJ 了 了 = ztany 


定义 了 一 个 曲线 举 标 系 . 
2. 求 圆周 芝士 多 二 1 在 曲线 举 标 系 


€=23+1, 了 = 到 


下 的 方程 . 
3. 在 (2, 胃 平面 上 的 哪些 点 不 能 用 


= 2， 了 一空 十 扩 
作为 曲线 坐标 ? 
c. 推广 到 多 于 两 个 变量 的 情形 


对 于 三 个 或 更 多 自 变量 ， 情 况 完 全 同上 面 类 似 ， 例如 一 组 定义 
在 {z; 护 2?) 空间 的 一 个 区 域 RR 内 的 三 个 连续 可 微 的 函数 


é 三 (i, y, 2), 下 一 pr, 9， z), ¢ 一 xl, 2 z) 


可 以 看 作 区 域 请 到 (&€,7,4) 空间 的 一 个 区 域 BB 的 一 个 映射 . 如 果 这 
个 由 呈 到 B 的 喘 射 是 1 对 1 的 , 因而 对 于 B 的 每 一 个 像 点 (&,7,6) 
而 言 RR 内 的 相应 点 ( 即 原点 或 首 像 ) 的 坐标 (z,y,z) 都 可 以 由 函数 
组 

2 = gE,76) y=hé,m), z=Ué,n,6) 
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唯一 地 计算 由 来， 那么 (#,n,6) 就 可 以 看 做 区 域 如 内 的 点 P 的 一 
种 广义 坐标 .曲面 上 = 常数 ， mr= 常数 ， “= 常数 ， 或 者 改 用 另 一 
种 写法 ， 


6(z:y,2z] 二 常数， (F292) = 常数， x(x,9,2) = 常数 


于 是 形成 由 覆盖 区 域 RR 的 三 族 曲 面 组 成 的 此 而 组 ， 可 以 称 之 为 曲 
各 

完全 同 两 个 变量 的 情形 一 样 , 我 们 可 以 把 三 维 空间 中 的 一 一 变 
换 理解 为 连续 分 布 在 空间 的 某 整 个 区 域 上 的 介质 的 变形 . 

一 个 非常 重要 的 坐标 系 是 球 坐 标 ， 有 时 也 称 为 空间 的 极 华 标 . 
这 种 坐标 又 用 这 样 三 个 数 来 描绘 空间 中 的 一 点 PP 的 位 置 : (了 D 它 
与 原点 的 距离 

r= V+ + 


(2) 地 理 经 度 加 即 zz 平面 与 由 卫 点 和 z 轴 所 确定 的 平面 之 闻 的 
来 角 ; (3) 极 倾角 或 叫 余 纬 6, 即 向 径 OP 与 正 z 轴 之 间 的 夹 角 . 
从 图 3.19 可 以 看 到 ， 三 个 球 学 标 7, 8,6 与 直角 坐标 是 由 这 样 的 变 
换 方 程 联系 着 的 : 


=rcosgsing, 
y= rsin sing, 
z=*+cos0; 
由 此 可 以 锥 得 其 逆 变 换 关系 式 为 
"= VE TT 


I , Ei 
$ = arccos 一 一- 一- = arcsin 一 一 一 一 一 -一 
Vr 二 锯 VT 
ja a 
0 = arccos 4 = 二 arcsin V+y . 
VT 二 全 十 22 V+ 六 十 2 


3.10 。 球 坐标 


在 平面 的 极 坐标 中 原点 是 1 一 1 变换 失效 的 唯一 的 例外 点 ， 因 
为 唯 有 原点 的 幅 角 是 不 定 的 . 同样 地 在 空间 的 球 坐 标 下 ,整个 z 轴 
上 的 点 由 于 经 度 不 定 而 都 是 例外 ; 至 于 原点 本 身 ， 则 极 倾角 9 也 是 


N 4 


图 3.11 。 球 坐标 的 坐标 面 


三 维 极 举 标的 举 标 面 如 下 : (1) 对 ”的 固定 值 ， 是 关于 原点 的 
同心 球 ; (2) 对 未 的 辕 定 值 ， 是 过 > 轴 的 半 平 面 族 ， (3) 对 9 的 国 
定 值 ， 是 以 : 轴 为 轴 而 以 原点 为 项 点 的 一 族 圆 锥 面 (图 3.11). 

另 一 种 常用 的 坐标 系 是 柱 坐 标 . 这 是 由 直 旬 坐标 系 在 zy 平面 
上 改 用 极 华 标 系 而 保留 z 作为 第 三 个 坐标 得 到 的 . 从 而 由 直角 坐标 
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到 柱 价 标的 变换 公式 是 
T= pcosg, 
y= psin $, 
Zz 二 名 
而 其 逆 变 换 公 式 则 是 
p= V+ 
$ = arccos -一 二- = arcsin 


V 本 十 号 Vat 


之 一 了 


坐标 面 p= 常数 是 一 族 正 贺 柱 ， 它 们 与 zy 平面 相交 于 以 原点 为 心 
的 同 必 圆 ， 而 坐标 面 $= 常数 则 是 过 z 轴 的 半 平 面 族 ， 而 坐标 面 
z 二 常数 则 是 与 zy 平面 平行 的 平面 族 . 


练 习 3.3c¢c 
1 来 曲线 学 标 变 痪 
(rr 1 (TT 
的 逆 变 换 . 
2. 求 举 标 变换 


20 一 Cogs 由 

区 一 让 Si 风 cogs 他 ， 

4 一 了 3 内 sin 纺 cos 人 
z 一 rsin 由 sn 区 sinb 
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的 道 变换 ， 并 问 ， ”= 常数 ， $= 常数， 多 = 常数 ， 9= 常数 ， 各 
代表 什么 样 的 集合 ? 


d. 反 函 数 的 微 商 公式 


许多 很 重要 的 情形 中 ， 像 以 上 的 例子 一 样 ， 可 以 把 函数 组 解 成 
显 式 ， 从 而 可 知 反 男 数 是 否 连 续 与 是 否 有 连续 微 商 ， 但 是 ， 如 果 事 
先 我 们 知道 反 函 数 的 存在 性 与 可 徽 性 ， 我 们 就 可 以 用 下 述 方式 来 
计算 反 函 数 的 微 商 ， 而 无 需 把 方程 实际 按 显 起 解 出 我 们 把 反 函 数 
z= g(6,9) 3 = hlé,D 代入 方程 4 = $(z, 航 ,= 二 (z; 贡 ;在 右边 就 
得 到 上 7 的 复合 函数 p(g(&, 四， 大 (人力 ) 与 到 9 人 人 (人们 ) 而 它 
们 一 定 分 别 等 于 上 9. 我 们 现在 可 以 对 下 列 每 一 个 方程 关于 £,* 分 
别 求 微 商 


¢ 三 glglé, 7), heé, )) 他 一 patt, nn), h{é, 7)), (24a) 


即 把 ,1 看 成 自 变量 5, 并 用 链 式 法 则 对 复合 活 数 求 微 商 ， 这 样 就 
得 到 方程 组 


1= prge 十 pyhe, 0 = prgn 十 的 Fn， 
0 一 Pg + Pyhes 1= Prdn 十 pyhn. (24b) 


解 这 些 方程 使 得 到 反 函 数 x = 8 9 y = h(E, 中 关于 二 7 的 仿 微 
商 , 它们 表示 成 为 原来 函数 入 x,y), (zw,y) 关于 z,y 的 偏 微 商 形 式 
便 是 


= 和 =， = = 《24c) 
或 写成 
7 一 上 Tr ea 
2 二 防 ， “n= YT Ww = DD (24d) 


1 这 些 方程 对 所 考虑 的 去 了 的 一 切 值 都 成 立 , 即 它们 是 恒 等 地 成 立 的 ， 不 同 于 只 
对 这 些 变量 中 的 某 些 值 才 成 立 的 方程 组 ， 这 种 司 等 方程 或 恒等式 , 当 对 出 现在 方程 中 
的 任何 变量 进行 微 高 时 ， 由 定义 可 知 仍然 给 出 恒等式 ， 
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这 里 DD 是 下 式 的 缩写 


(24e) 


表达 式 D{ 我 们 假定 它 在 所 考虑 的 点 不 等 于 站) 叫做 隆 数 6 二 人 rr 和， 
式 . 它 在 我 们 考虑 变换 时 总 是 扮演 着 很 重要 的 角色 ， 这 一 点 在 后 面 


的 讨论 中 将 变 得 越 来 越 明显 . 

以 上 (以 及 偶尔 还 在 别处 ) 我 们 使 用 了 较 简短 的 符号 (zx, 急 代 
远 那 较为 组 致 的 符号 = #(z, 黄 , 后 者 区 分 了 量 ¢ 及 其 函数 表达 式 
4(z, 细 以 后 ， 如 无 混 汪 的 情况， 我 们 将 常用 类 似 的 简化 记号 . 

对 于 把 平面 的 极 和 坐标 表示 成 直角 坐标 的 天 示 式 ， 


上 一 7 一 VEz2 二 与 1 =0=~= arctgY, (25) 
偏 微 商 为 
= 人 2 -~ 8 区 
” V 本 + 人” Vip Or 


一 Y 也 x 


= Wi 


因此 ， 雅 可 比 行列 式 取 值 为 


而 反 函 数 的 偏 微 商 (把 直角 坐标 表示 成 极 坐标 ) 则 根据 (244) 应 是 
or = =， Xe“Y Yr 二 ~, 物 三 7 


这 当然 可 以 更 容易 地 从 反 双 数 公式 z = rcosb y = ”sing 直接 求 
微 商 得 出 来 . 
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由 于 雅 可 比 行列 式 经 常用 到 ， 所 以 常 给 以 一 特殊 符号 也 
_ ad(é,7) 
?= dry) 
这 种 缩写 是 省 合适 , 我 们 马上 就 会 明白 . 由 反 画 数 的 微 商 公式 (24d) 
我 们 可 以 得 到 贾 数 x = z(&,7) 与 y= 9y(&,7) 关于 ,9 的 雅 可 比 行 
列 式 ， 它 由 下 列 式 子 给 出 


GZ y) _ cy 一 $y)e 
dlé, 7) = 了 加 — Toye = D? 


1 /dD 
“DT (人 (26) 
计 阴 是 说 ， 反 和 数 多 牙 时 行列 菠 原 尖 和 共和 列 
的 倒数 分， 


我 们 也 可 以 把 反 函 数组 的 二 阶 微 商 用 硕 男 数组 的 一 阶 . 二 阶 微 
商 下 示 出 来 .我 们 只 需 对 < 与 9 用 链 式 法 则 微分 线性 方程 (24b). 
(当然 ， 我 们 要 假定 所 给 沙 数 具有 二 阶 连续 微 商 . ) 于 是 ， 我 们 得 到 
线性 方程 ， 从 而 很 容易 计算 出 所 需要 的 数 商 . 

例如 ， 要 计算 二 阶 微 商 


er D2g 
一 


我 们 再 一 次 用 链 式 法 则 对 ,7 微分 这 两 个 方程 
1= kz 十 et， 


0 = W526 + Wh, 
1) 常常 把 雅 可 比 行列 式 用 偏 微 商 符号 写 出 


人 和 人 
“5 人 


2) 这 与 一 元 函数 的 反应 数 微 商 符 划 很 相似 (多 第 一 卷 第 233 页 ). 
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便 得 到 
0 一 reTt 十 2éryteye + Eyyy? + Ectee 十 名 26， {27a) 


0 = qzczE 十 Boy TeVE + Tyyde + Noté + Eyyet. 
{27b) 
如 果 我 们 把 zee;yee 看 成 未 知 数 来 解 这 个 线性 方程 组 (这 方程 组 行 
列 式 还 是 DD, 因此 按 假定 也 不 是 0) 并 用 已 知 值 ze 多 来 代替 ， 经 过 
简短 计算 得 到 


1 ee 一 2é5ytr Ty 十 Eyyn2 ty 


TEE 一 一 9 (27c) 
D3 nzzTR 一 站 omz7w 十 yy Ty 
y 1 Ewan 一 2éwy Th Ty 十 2 Ex ( 27 d) 
£€ 二 3 * 
Ds rz 一 2 ry Ty 十 Toy Hz 


三 阶 以 及 葛 高 阶 都 可 由 同样 方法 即 反 复 微分 这 线性 方程 组 得 
到 ， 而 每 一 步 我 们 者 得 到 线性 方程 组 并 有 非 0 的 行列 式 DD. 


练 习 3.3d 


1. 求 于 列 变换 的 雅 可 比 行列 式 : 

[(a)《 = az 十 四 一 c + dy; 

(bj) r= Ver? + ,0 = arctgy/I; 

(c) € = 23, 9 = 2: 

(d) € = 3 log(z? + 9), 7 = arctg y/z; 

(e) € = zy?, 1 = 29 

(Dé=72 ,n= + 

2. 对 习题 1 中 所 给 的 每 一 个 变换 ， 找 出 这 样 的 点 {fz, 切 , 它们 
没有 任何 邻 域 在 其 中 存在 逆 变 换 . 

3. 对 下 列 的 每 一 情况 ， 求 出 变换 二 = f{z; 切 , 9 = g(z; 切 的 雅 
可 比 行列 式 ， 以 及 ”9 关于 ,7 的 直到 二 阶 的 全 部 偏 导数 : 
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(a) £€ = er co8Y, 1 = e” sin y; 

(b) € = 2° ~ ,7 = 22Y 

(gj €=tg(z+yh n= coslz —Y), —F < T+Y < 
(d) & = sinh x + coshy, 7 = —cosh x + sinh y; 


ri 
可 1 

(e) £ = 0+, = TF. 

4. 称 一 个 变换 为 “ 保 角 的 "( 见 第 316 页 ), 如 果 在 该 变换 干 任何 
两 条 相应 曲线 的 交角 保持 不 变 . 

(a) 证 明 反 演变 换 


é 7 


x2 二 wy ”号 十 名 


是 保 角 的 ; 

{b) 证 明 任 一 圆 的 反 演 像 是 另 一 圆 或 直线 ; 

{c) 求 出 反 演 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 

5. 设 天 K2, Ks 是 经 过 原点 的 三 个 圆 ， 并 有 要 异 的 交点 只， 
饭 , PB. 证 明 由 大 颖 所 组 成 的 曲线 三 角形 及 成 广 的 三 角 之 和 等 于 
区 


6. 平面 的 一 个 变换 
好 一 plz, 级 ， 二 WD{F, 
是 保 角 的 ， 如 果 涵 数 ” 与 乡 满 足 恒等式 
Pz 二 Wy, Py 一 一 区 
7. 证 明 ， 若 一 曲面 z = u(z, 急 的 所 有 法 线 都 与 z 轴 相 交 ， 划 
这 曲面 是 一 个 旋转 面 . 
8. 方程 
出 Y 
at bt 


决定 上 的 依赖 于 xz,y 的 两 个 值 ， 


十 1 {a > bb) 


ti = MZ,W), to = pr,). 
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(a) 证 明 曲线 刀 二 常数 与 t= 常数 是 具有 相同 焦点 的 椭圆 与 双 
曲线 { 共 焦点 的 圆锥 曲线 ). 

(b) 证 明 曲 线 二 = 常数 ， 妇 = 常数 是 互相 正 交 的 . 

{c) t1 与 tz 可 用 作曲 线 举 标 ( 称 为 焦点 坐标 ), 试用 这 些 坐 标 来 
表示 zf 和 了 

(d 试用 x 与 y 来 表示 雅 可 比 行列 式 Bt, ta) /Oz J). 

le) 试 求 出 在 焦点 坐标 系 下 由 参量 方程 


=) t=) 与 =n(p) to = gl(p) 


表示 的 两 族 曲 线 相互 正 交 的 条 件 . 
9. (a) 证 明 t 的 方程 
£2 


tt 


22 
了 一 (a>6b>0) 


有 三 个 不 同 的 实 根 a t2， ta, 分 别 属 于 区 间 


~o0<te<e, 区 ta 


这 里 假定 了 点 (2,y,z) 不 在 坐标 面 上 ， 

(b) 证 明 通 过 一 任意 点 的 三 个 曲面 如 = 常数 t== 常数， ts= 
常数 是 相互 正 交 的 . 

(cj 把 zy z 用 焦点 坐标 所 ,如 ,如 表示 出 来 . 

10. 证 明 ， 由 方程 
taf) -3 ms) 
给 出 的 zy 平面 上 的 变换 

{3) 十 保 角 的 ; 

(b) 把 (5, 轨 平面 上 过 原点 的 直线 与 以 原点 为 圆心 的 圆 变 换 成 
由 方程 £2 ,2 
+ 一 一 了 二 1 


I I 
t+ 二 t= 
十 3 


t= 
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给 出 的 共 焦点 的 圆锥 曲线 += 常数 . 
11. 对 于 é 三 f{z, 切 ， ?二 g(z, y) 与 


D= én/ Y) #0, 


证 明 下 列 恒等式 ; 
(a) 2D 一 B(éy7) + OEé, ny) 
By BY) Mz,Y) 
(b) 了 -fy 号 — nyDy) — lneyD — Wy Dz)} 
三 Dm(éyyD éyDy) W(téoyD 一 ty Ds)]. 


e. 映射 的 符号 乘积 
我 们 从 关于 变换 的 复合 作 一 些 注 记 开始 ， 设 变换 


€= $8, 9= wr,W) (282) 


给 出 由 区 域 玉 的 点 (z, 妨 到 名 平面 上 的 区 域 召 的 点 (&,D 的 一 个 
一 一 映射 ; 又 设 方程 


攻 一 下 ( 人 人， 二 二 更 伟 , (28b) 


给 出 由 区 域 到 ww 平面 上 的 区 域 Re 的 一 个 一 一 映射 、 于 是 产生 
一 个 由 卫 到 Rr 的 一 一 映射 ， 这 个 映射 很 自然 地 称 为 结果 映射 或 
变换 , 并 且说 是 由 该 两 个 给 定 的 映射 复合 得 到 的 ， 成 为 它们 的 符号 
乘积 . 这 个 结果 变换 按 定义 是 由 方程 组 


二 (pz, 功 ， p(s,Y)), 二 (oz, y), 人 芭 (z， )) 


给 出 的 ， 从 而 可 以 立即 推 知 这 个 映射 也 是 一 一 的 . 
由 复合 函数 的 微 商法 则 ， 我 们 得 到 
eet be edy + Bohy (29a 
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av Bu _ 
= 和 cps + Wh, 页 = epy 十 更 op (29b) 
用 矩阵 的 符号 (第 164 页 ) 胡 示 就 是 
Gu Bu 
Gu Du 5 
2 2 Ye Ws Py 
ox By 


把 这 个 同行 列 式 乘积 法 则 ( 见 第 186 页 ) 相 比 较 ， 我 们 就 发 
现 ) wa 关于 z,y 的 雅 可 比 行列 式 是 


Budv avpr 一 元 


用 话 来 说 ， 两 个 变换 的 符号 乘积 的 雅 可 比 行列 式 正 好 等 于 各 个 变 
换 的 雅 可 比 行列 式 的 乘积 

dw,0) du) dE 

dv) Aen) Avy) G31b) 
这 个 方程 正好 显示 出 我 们 用 以 表示 雅 可 比 行列 式 的 符号 是 怡 当 的 
当 变换 被 复合 时 , 其 雅 可 比 行列 式 的 关系 就 同一 元 函数 被 复合 时 
微 商 之 问 的 关系 一 样 当 分 别 变换 的 雅 可 比 行列 起 都 不 为 0 时 ， 
结果 变换 的 雅 可 比 是 不 会 为 0 的 . 

特别 地 ， 如 果 第 二 个 变换 


二 P(E,n), 站 = Bt, 


是 第 一 个 的 逆 
t= (7,Y) 7= (Zz, 切 ， 
而 两 个 变换 又 都 是 可 微 的 , 则 结果 变换 将 只 不 过 是 恒 等 变换 , 即 4 = 
x, 二 了 这 最 后 一 个 雅 可 比 行列 式 显 然 是 1; 从 而 我 们 又 得 到 关系 
(26). 
1) 当然 ， 由 直接 腰 积 也 可 得 到 这 结果 . 
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由 此 推 知 两 个 雅 可 比 行列 式 中 的 任何 一 个 都 不 等 于 0, 并 且 


以 上 "7) , dz， 功 1] 
ds AED 


对 于 一 对 连续 可 微 的 丽 数组 ia,y) 与 (x, 功 , 若 有 非 0 的 雅 
可 比 行列 式 ， 我 们 就 能 够 找到 相应 的 映射 在 一 点 PB = (zo 如 ) 处 
的 方向 的 公式 ， 一 条 经 过 点 瑟 的 曲线 可 以 由 参数 方程 = 也， 
y = 9 来 描绘 ， 其 中 f(t0) = zo, g(to) = 如 . 曲线 在 的 斜率 是 


). 
) 


nn 二 


glto 
f'{to 
而 像 曲线 

¢€= plf(t), g(t), 7 = FE), g(t)) 
在 相应 于 名 的 那 一 点 的 斜率 是 


= dn/dt Bosf! + Puy c+ dm 
defdt doef th Oatbm’ 


其 中 人 b, Cc, dq 是 常数 : 


村 二 polro, Yo) | b= pyr0, Yo), 


c = pe lro, Yo), d= pylzo, Yo)- 


(32) 


原来 曲线 在 成 的 斜率 m 与 像 曲线 的 斜率 之 间 的 关系 (32) 就 与 


在 记 的 邻 域内 近似 于 映射 的 仿 射 映射 
€ = (roy0) 十 GE 一 20] 十 BY 一 2 
9 =wp(royo) + cls — £0) + dy 一 加) 
的 关系 相同 ， 因 为 


dp ad 一 加 
dm (a+ bm)2’ 
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因而 我 们 看 到 ， 当 ad -如 >0 时 有 是 7 的 一 个 递增 函数 ， 当 
mu—bc<0 


时 上 是 mm 的 一 个 递减 函数 ]. 

斜率 的 增加 相应 于 倾斜 角 的 增加 ,也 就 是 相应 方向 的 逆 时 针 转 

动 . 因此 ， dy/dm > 0 时 隐 售 着 逆 时 针 的 旋转 方向 保持 不 变 ， 而 

ijam < 0 时 ， 则 反 过 来 . 现在， ad 一 te 却 正好 就 是 雅 可 比 行列 
式 

6D _ | 加 斩 

dz i py 


在 点 三 处 计算 出 的 值 ， 于 是 推 知 ， 映射 《= 6(z,), 7 一 (2 
在 cotn) 附近 是 保 村 还 是 改变 村 向 ,村 看 天 可 比 行列 区 在 
点 的 人 是 下 的 还 是 多 


练 习 3.3e 


1， 对 于 下 列 每 一 对 变换 用 两 种 方法 求 6(wz)/a(z,g), 先 消去 
二 来 许 算 ， 然 后 用 公式 (31b) 来 计算 : 


{a) 人 ee 人 


v= arctgn/t; 7 =e siny. 
u=€?—, 6 = 2 cosy, 
a 
t = 2én; = £8iny. 
(i 人 
© v= et sing; = 一 gz + Fe). 


2. 在 下 列 的 复合 变换 中 哪些 能 够 把 x,y 定义 成 u,v 在 所 指定 
1) 更 确切 地 说 ， 这 只 是 在 局 部 上 成 立 ， 要 除去 tm 或 4 变 成 无 穷 这 样 的 方面 . 


点 (ao;,zo) 的 邻 域内 的 连续 可 微 函 数 ? 
(a) € = er coay, N=e” siny; = 说 ~ ,v=2n, uo=1, vo=0; 
(b) t=cosh 2 + sinhy, v9=sinhs + coshy; u=ett+7?, v=et™”, vo=v0=1; 


(ce) €=23 一 ff, N= + 209; H=6 + 9, v= 一 €; wo=1, vo=0. 


人 人 他 


v= p(t#,), 1 = HW). 
证 明 at J) 4 ED 0 
B(x,Y) = f(z) g (y) BE 
和 本 设 z= 了 zy) 与 = pz, 扩 ,1 = W(x,), 并 假定 ae 对 关 
0, 试验 证 


Bz 8z /OE 
BO Blz,)/ B(x,y) 
Oz _ OE 2) /OE 

O(z, 9)” 


Om Olx,y) 


f 关于 变换 及 隐 冰 数组 的 送 的 一 般 定理 .分 解 成 素 卫 射 

变换 求 逆 的 可 能 性 依赖 于 下 述 的 一 般 定理 : 

机 de 和 We 在 点 (zonin) 的 人 坟 内 且 过继 可 生 的 本 
数 ， 其 雅 可 比 行列 式 D = bry — bye 在 点 (xo, yo) 处 不 为 零 命 
a0 = P(x0, yo) to = Pz0, yo). 则 存在 点 (go) 的 一 个 邻 N 和 
训 (worm) 的 个 名 雪 和, 合 得 了 于 


u= pz,Y), v= YT, (33a) 
有 一个 唯一 的 这 映 出 
z= gu, J), y= h(u,v) (33b) 
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洛 Ny 觅 入 VN. 对 NN 内 的 (wa), 本数 g 入 满 尼 人 等 


= $lg(u, J), h{u, »)), v= DA »), h{u, »)), (33c) 


2z0 = gliuo, vo), yo = h(uo, vo)- (33d) 
要.h 在 Cntn) 了 所 浊 中 有 有 汐 和 全 人 由 下 区 


一 二 二 一 ， 一 二 一 二 一 ， (33e) 


a lw By 1pn 
a Das’ 下 = 太 吏 : (33) 
证 明 可 从 第 248 页 上 的 隐 函 数 定理 推出 , 该 定理 允许 人 们 从 一 
个 方程 中 解 出 一 个 变量 来 . 本 质 上 ， 我 们 求 方程 组 (33a) 的 逆 的 办 
法 是 ， 从 第 一 个 方程 中 解 出 变量 =,y 中 的 一 个 ， 并 将 所 得 的 表达 式 
代入 第 二 个 方程 ， 得 出 一 个 只 含 第 二 个 变量 的 方程 . 
因为 依 假设 ， 雅 可 比 行 列 式 DD 在 点 (zo0, Wo) 不 为 零 ， 所 以 在 该 
点 至 少 有 g(x,32) 的 一 个 一 阶 导 数 异 于 零 ， 辟 如 说 是 $2z0, go) 去 
这 时 我 们 就 能 关于 x 解 方程 


t= pr,y). (34a) 
说 得 更 确切 些 ， 我 们 能 找到 正 的 常数 1, ho, ha, 使 得 对 
lw <h, ly~—yol< ho (34b) 


方程 (34a) 有 唯一 解 出 一 天 (tb y) 满足 | 一 zol| < hs. 函数 (UY) 
有 定义 区 域 (34b) 并 满足 方程 


POX, y), y) 三 人 X (uo, yo) 二 To, (34c) 


和 不 等 式 
|X (wu, 2 — wol < ha. (34d) 
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此 外 ， (wy) 有 连续 的 微 商 ， 由 于 (34c) 而 满足 
bz (KU) Y) Ku y) = 1, (34¢) 
bo (KR) DK + by(X{u, ,YD) = 0. (34f) 
这 里 我 们 假定 ha, hs 很 小 ， 使 矩形 
Ir—wol <hs, ly—vyol< Ra (34g) 


落 在 gz,g); %(z,g 的 定义 区 域 中 . 以 表达 式 (wy) 代 函 数 由 (z, 9) 
中 的 z, 我 们 得 到 复合 函数 


PE = XC), {34h) 
它 有 定义 域 (34b). 这 里 ， 由 (34c, 分， 
Xuo, yo) = Plzos yo) = vo, (34i) 
Xyl uo0, Yo) = Pery + Wy = -人 + Dy 


Dp, 
二 页 天 1 (3 ) 
由 (34e) 知 ， 办 : 关 0. 于 是 我 们 能 找到 正 的 常数 ha4, hs, he, 使 得 对 
于 
四 一 ao| < ha, | 一 vol < hs, (34k) 


方程 
X(N) = (34]) 
有 唯一 解 y = W020), 它 满足 8 一 | < he， 这 里 我 们 可 以 假定 
ha 达 hi, hs < ha( 见 第 248 页 脚注 ). 
最 后 ， 我 们 令 


Xu, hu, 0)) = yu, b)}. (34m) 
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两 个 函数 g(w,20), Ra;u) 都 有 定义 域 (34k). 由 (34c, h) 它们 满足 方 
程 


我 ge 0), hu, 5)) = BX, hu, 0)), h(t, v)) = 地 
pou v0), hw 0) = PLX, hrs 0)), h(w, 0)) 
= x(u, hw v0) = », 
和 不 等 式 
[9 v) — zol < hs, |h(es, 0) 一 加 | < Re. 


9 和 4& 的 微 商 公式 曾 更 早 地 在 第 247 页 上 导出 过 . 
为 了 证 明 反 蚂 数 的 唯一 性 ， 和 假定 x,y,w,v 是 满足 方程 (33a) 和 
不 等 式 


| — zol < hs,ly — yo|l < he, lu— wol < ha, lv —vol < hs 
的 任何 一 组 值 ， 因 (34a, b) 成 立 ， 我 们 断定 
z= X(u,y). (34n) 
从 (34h) 我 们 得 到 方程 
v= wr, 9) = HX W) = Xu, th 


这 个 方程 有 唯一 解 y = 及 wv)， 于 是 由 (34n, o] 推出 关系 式 > = 
9g(w,v)， 关 于 9 和 的 关系 式 (33d), 从 解 的 唯一 性 和 假定 wo = 
(zo, go); vo 二 W(zo zo) 便 可 推出 . 

到 此 为 止 ， 我 们 一 直 假 定 加 (zo, 加 ) 取 0. 如 果 $x{z0, 20) = 0， 
而 加 (zo,30) 关 0, 求 映射 (33a) 的 道 映 射 的 步骤 是 类 似 的 ， 在 这 种 
情况 下 , 我 们 从 (33a) 的 第 一 个 方程 解 出 y, 把 所 得 男 数 y = 站 (u,z) 
代入 第 二 个 方程 ， 便 得 到 一 个 只 含 z 的 方程 . 

平面 映射 (33a) 的 求 逆 问 题 曾经 (如 上 ) 被 归结 成 了 暂时 只 有 
一 个 变量 作 变 换 的 那 种 有 映射 的 求 递 问题. 一 般 地 说 , 如 果 变 换 (33a) 
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容许 一 个 坐标 不 变化 ， 即 如 果 或 者 函数 5,2 恒 等 于 z, 或 者 函数 
tp(z; 切 恒 等 于 y, 则 我 们 称 它 为 一 个 素 变换 ， 形 如 4 = p(x,), 


v 一 9 的 素 变换 的 效果 是 沿 x 轴 的 方向 移动 每 一 个 点 ， 而 保持 其 维 
坐标 不 变 ， 在 变换 之 后 这 个 点 具有 新 的 横 举 标 ， 它 踊 依 赖 于 z, 也 
依赖 于 y. 如 果 这 素 变换 的 雅 可 比 式 由 是 正 的 ， 则 对 天 定 的 y, 4 随 
z 单调 递增 地 变化 ， 
再 让 明 。 村 个 区 全， 人 休 二 个 且 有 的 

和 式 的 要 oaaj 才 能 分 名 各 这 个 事 容易 从 我 们 对 
道观 射 的 构造 中 推出 ， 如 果 加 (zo, 加 ) 去 0, 我 们 就 把 映射 (33a) 表 
为 素 有 映射 . 

€ = $(z,Y), T= (340) 
和 

d=é€, v= 72(t,n) (34p) 
的 符号 乘积 ， 这 里 ， 第 一 映射 在 zy 平面 上 的 区 域 妃 是 一 个 矩形 ， 
它 很 小 ， 以 至 

地 一 20| < hs, |y 一 巧 | < hz, [P(x, yy) 一 ao| < hi: 
而 第 二 映射 的 区 域 是 
长 一 加 | < 看， | yl < 加. 


于 是 ， 在 映射 (34p) 之 下 ， 五 的 每 个 点 (z, 芒 的 像 (€,9) 总 是 落 在 
映射 (34q) 的 区 域 中 ， 并 且 


t= XE,W. 


因此 ， 又 有 
芋 二 X{p(TL, y), y). (34q) 


这 时 ， 根 据 (34h,r), 对 于 由 (34p,q) 复合 而 成 的 映射 ， 我 们 有 


对 一 p(x, ), 
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4 = 人 2 9) = pHL, ,WY = PF, YW). 


当 p(xzo,y0) = 0 而 而 (zo, 如 ) 关 0 时 ， 我 们 只 要 改换 z 和 在 变 
换 中 的 地 位 ， 就 得 到 上 映射 (33a) 的 一 个 类 似 的 分 解 , 

我 们 不 能 期 望 在 整个 开 区 域 R 内 都 是 以 同一 种 方式 将 一 个 变 
换 分 解 为 素 变 换 , 但 是 ， 由 于 在 民 的 每 一 个 点 的 邻近 可 以 用 某 种 方 
式 把 变换 进行 分 解 ， 所 以 E 的 每 个 有 界 闭 子 集 可 被 分 为 有 限 个 闭 
子 集 0, 使 变换 在 每 个 闭 子 集 上 总 有 某 一 种 方式 的 分 解 是 可 能 的 . 

道 变 换 定 理 仅 是 一 个 更 一 般 的 定理 的 一 种 特殊 情况 , 该 一 般 定 
理 可 视 为 陷 函 教 定 理 对 于 函数 给 的 一 种 推广 ， 隐 范 数 定理 (第 239 
页 ) 适合 于 对 一 个 方程 解 出 其 中 一 个 变量 ， 一 般 定 理 如 下 

如 果 和 
9 半 可 人 厂 ,并 县 存 夺 基点 (roo.wowo ,wo) 坟 尼 各 
组 


p(y, yO) =0 和 (FY, 全 本 = 0, 


又 如 果 在 该 点 $ 和 关于 £ 和 y 的 雅 可 比 式 不 为 零 ( 即 , DP = 


boby — Pus @# 0) 则 在 该 点 的 邻 域内 ， 方程 $=0 和 y= 0 能 且 仅 
能 以 一 种 方式 解 出 名 和 y, 并 且 了 和 是 WV 的 连续 可 说 


函数 

这 个 定理 的 证 明 类 似 于 上 面 的 道 变换 定理 的 证 明 . 从 假设 DD 
0, 我 们 能 够 推断 ， 在 所 考虑 的 那个 点 有 某 个 偷 微 商 不 为 零 ， 璧 如 说 
$s 关 0. 根据 第 248 页 上 的 主要 定理 ， 如 果 我 们 把 z, 四 tm 
分别 限制 在 ro,zm;,uo,yo……:uo 附近 的 足 通 小 的 区 间 内 ， 拓 方程 
gw,y, VV"… ;Ww) 二 0 怡 能 以 一 种 方式 将 zx 解 为 其 他 变量 的 隔 数 ， 
而 且 这 个 解 > = 天 (yw v,…,w) 是 自 变 量 的 连续 可 微 孙 数 ， 并 
具有 偏向 商 ,= 一 各 /8z， 如 果 我 们 把 函数 z = 苹 (y, UV,… ,二 ) 
代入 {x,y 2,…,w), 我 们 就 得 到 一 个 函数 中 (zy ,0,……, WwW) 二 

1 这 从 第 118 页 上 的 矣 瘟 定 理 推 出 . 
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x{y, U,V, ww), 并 且 
D 


e+ 生起 


依 假 设 DD 寺 0, 因 此， 我 们 知道 偏 微 商 xy 是 不 为 零 的 ， 于是， 如 果 
我 们 把 yzv,…,w 限制 在 yo, vo; v0,"… ,wo 附近 的 区 间 中 ， 并 使 
这 些 区 间 落 在 上 面 预先 限定 的 区 间 中 ， 则 我 们 仅 能 以 -一 种 方式 将 方 
程 x = 二 0 解 为 tv,…,w 的 函数 y, 并 且 这 个 解 是 连续 可 微 的 ， 把 
2 的 这 个 表达 武 代入 方程 x = 鲜 (9, 如 50,… ,外 ) 中 ， 我 们 就 找到 了 
函数 zx, 它 作 为 u,v,…',w 的 函数 .这 个 解 是 唯一 的 并 县 是 连续 可 
微 的 ， 其 中 x,y 2,…,w 被 分 别 限 制 在 x0, vo, zo,v0,…' ,wo 附近 
的 足够 小 的 区 间 内 . 


Xy 一 ys 


练 习 3.3f 


1. 在 指定 点 附近 ， 下 列 方程 组 的 哪 一 个 能 将 x,y 解 为 其 他 变 


量 的 连续 可 微 画 数 ? 
ez Bimz 一 Ceycos 了 十 外 一 心 ， 
1{ 


zcosh tp ~ usinhy 一 9 sh 
=i y=0, t=0, v=0,vw= 


( ) {i 
costz + + Y= 1 
= 0, = = l= 好 一 1; 
22 十 说 十 妇 一 = 几 

(c) 


22 一 也 +T20 -1 一 0， 
贡 一 入 二 全 一 二 


cost+ tsiny 一 品 
四 和 y= 
sinz ~ costy = 0, 


名 一 人， y= 7 t=1. 
&- 用 逐次 壶 近 法 迭代 构造 遂 映 射 


在 前 面 的 证 明 中 , 求 道 喘 射 的 问题 被 归结 为 一 维 情况 ， 而 最 后 
又 归结 为 一 个 基本 事实 , 由 一 个 变量 的 连续 单 润 函数 所 提供 的 映射 


是 可 道 的 . 这 种 讨论 有 两 点 缺陷 : 我 们 不 得 不 区 分 导致 结果 十 分 不 
同 的 不 同情 况 ( 医 如 说 ， 对 加 隆 0 和 各 = 0), 而 其 不 同 结果 并 不 
相应 于 原来 的 变换 在 特性 上 的 任何 根本 变化 ; 而且 ， 证明 是 存在 性 
的 而 非 构造 性 的 ， 对 求 遵 映射 它 并 没有 提供 一 个 实际 的 数值 计算 
方法 . 这 两 个 缺 隐 在 迭代 法 或 逐次 和 珊 近 法 中 都 不 出 现 ， 亚 次 通 近 法 
出 自 第 一 卷 , 它 是 为 了 求解 含 一 个 未 知 量 的 方程 而 给 出 的 数值 方法 
的 一 种 范式 ， 其 基本 思想 是 对 近似 解 作 逐次 修正 ， 在 这 里 ， 修 正解 
是 由 在 一 点 邻 城内 对 函数 关系 作 最 佳 逼 近 的 线性 方程 所 确定 的 . 


我 们 仍 考虑 方程 
二 plz, y), 忆 二 (2, 从， (35a) 


其 中 省 和 终 是 zy 平面 上 的 开 集 总 内 的 连续 可 微 孙 数 ， 设 (zo, yo) 
是 如 内 的 一 点 ， 在 这 一 点 雅 可 比 式 


Pe Py 
ps Py 


的 值 不 为 零 ， 设 在 映射 (35a) 之 下 ， (soso) 是 [zo, 加) 的 像 点 .我 
们 要 证 明 的 是 对 足够 接近 (so,zo) 的 (wv), 存在 着 接近 于 (zo, 加) 
的 唯一 确定 的 入 {z, 妨 , 满足 = plz,y) 和 v= wr, 

为 了 求 得 解 , 我 们 将 运用 和 第 一 卷 中 对 一 个 变量 函数 的 讨论 一 
样 的 和 挝 代 法 ， 而 使 用 一 种 适合 于 二 维 情 况 的 记号 ， 引 进 向 量 本 = 
(wz 六 = (z, 切 , 我 们 能 将 上 映射 (35a) 简单 地 写成 形式 


{35b) 


U= F(X), (35c) 


这 里 FF 是 一 个 非 线 性 变换 ， 它 把 以 z,y 为 分 量 的 向 量 映射 为 以 
办 (Zz,), 四 (T, 妇 为 分 量 的 人 向量， 微分 dz, dy 和 dw, dv 满足 线性 关 
条 ( 见 第 61 页 ) 


du = dp = polly + Pydy, (35d) 


dv = dy = beds + Wdy. (35e) 

如 果 把 微分 法 合成 向 量 写成 dX = {dz,dy), 4U = {du, dv), 我 们 就 
能 将 关系 式 (35d,e) 写成 ! 

dU = F'dX, (351) 


其 中 F' 是 由 映射 画 数 的 ~-- 阶 微 商 形成 的 二 阶 矩 阵 


Pr Py 
了 = 。 35g) 
( ps py ) ( 


显然 , 矩阵 FF 起 着 向 量 映射 函数 F 的 微 高 作用 . 记 的 行列 式 恰 


是 的 和 可 并 (35b)”. 一 般 地 ， 我 们 为 了 -强调 矩阵 F" 对 向 嘲 
= 他 , 的 依赖 关系 而 写作 F' = F'(X). 对 线性 变换 而 言 ， 手 阵 
EF 局 数 . 
和 矩阵 的 元 素 的 “大 小 ”限制 了 映射 了 能 把 距离 放大 多 少 . 
取 两 点 (x, 只 和 (一 六 2 十 为 , 使 连接 它们 的 直线 段 整 个 位 于 映射 
的 区 域 之 内 .根据 多 元 函数 的 中 值 定理 {第 73 页 ), 


pe th y+ hk) 一 反切 = ph + pyk, 
吵 ( 开 二 hy 十 说 一 久 (z， 切 一 苏 zh 十 wk, (36) 


其 中 一 阶 微 商 在 连接 (z, 妃 和 {z 十 加 9 二 和 的 线段 上 的 适当 点 处 
取 值 ). 设 M 是 诸 量 


fpsl, ee 1pal, sl 
划 最 好 将 (35f) 解释 为 三 个 乱 阵 dU F'dX 之 辣 的 一 种 关系 ,其 中 dX, ZU 等 加 


于 二 行 一 列 的 矩阵 : 
dr du 
(%) “=(&) 
见 第 159 页 ， 
2) 矩阵 F' 常 称 做 雅 可 比 抠 阵 或 驶 射 的 弗 震 西 微 商 . 
3) 一 般 说 来 ， 第 一 个 方程 的 中 间 点 和 第 二 个 方程 的 中 和 间 点 是 不 同 的 . 
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在 连接 (z+, 和 (z 十 凡 y 十 如 的 线段 上 的 全 部 点 所 取 值 的 一 个 上 
界 ， 那 么 ， 显 然 ， 像 点 间 的 距离 可 估计 如 下 ， 


Viplz th y+ — ple + (Pr + hy + k) — Pr, DN) 
<Vv(MIA| + MIED)? + (MHRl + MTELD)? 
=V2M(|hl + |kl) < 2M Yh2 + ke2. (36a) 


因此 ， 像 点 问 的 距离 至 多 是 原来 两 点 了 间 上 距离 的 2M 售 . 引进 向 量 
六 = (3 十 hy 十 ,我 们 就 能 将 (36a) 写成 关于 映射 的 利 普 希 获 
条 件 的 形式 

[FCY) — F(A) < 2MIY ~ XI, (36b) 


其 中 M 是 矩阵 F' 的 诸 元 素 的 绝对 值 的 一 个 上 界 9. 用 矩阵 记号 ， 
(36) 变 为 


F(Y) ~ F(X) = H(X, Y)(Y —X), {36c) 
这 里 矩阵 五 满足 
Jim, (X,Y) = F(X). (36d) 


今 在 FF 的 区 域 RR 内 的 点 Xo = (zo; yo) 的 邻 城 
-Xol < 6 (37a) 


内 来 考虑 映射 U = F(X). 设 Uo = 了 (Xo) = (woyvo}. 对 固定 的 WU 
我 们 把 要 解 XX 的 方程 U = F(X) 写成 如 下 形式 


X= GX), (37b) 
其 中 
G(X) = +a — F(X)); (37c) 
1) 在 映射 下 是 . 气 推 的 情况 ， 《36b) 中 的 介子 2 要 用 nm” 来 代 桂 . 
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这 里 aa 是 一 个 适当 选取 的 非 奇 异 的 常数 矩阵 ， 它 有 六 a-!, 这 时 方 
程 (37b) 等 价 于 a(U 一 F(X)) = 0 用 a7! 乘 它 得 到 


a-la(U— F(X) =e(U — F(X) =U- F(X) =0, 
其 中 6 是 单位 矩阵 ， 于 是 ， (37b) 的 任何 一 个 解 藉 一 一 也 就 是 喘 
对 9 的 任何 -个 不 动 点 一 提供 = CO 的 一 个 角 
我 们 将 证 明 ， (37b) 的 一 个 解 里 可 由 其。 的 极限 给 出 ， 蕊 "由 
递 推 公式 
Xnt+i = 加 (和 (n=0,1,2,...) (37d) 


确定 ， 条 件 是 要 表示 向 量 映 射 G 的 微 商 的 矩阵 GG'(X) 足够 小 .更 
精确 些 说 ， 对 Xo 的 邻 域 (37a) 内 的 所 有 其 , 我 们 要 求 ， 矩 阵 G' 的 
元 素 的 最 大 绝对 值 比 1/4 小 ， 并 且 


(G(X0) — Xol < 36 


首先 , 我 们 用 归纳 法 证 明 , 在 所 述 的 假定 之 下 ,， 递 推 公式 {37d) 
只 引出 满足 (37a) 的 向 量 . 这 就 肯定 了 XX 位 于 G 的 区 域 之 内 ， 从 
而 序列 能 无 限 地 持续 下 去 ， 当 M = 1/4 时 ， 由 (36b) 我 们 发 现 ， 


iso -ecols il 一 区 


对 
区 一 Xol <5 人 位 一 Xol<2 (37e) 


现在 ， 不 等 式 (37a) 对 忒 = Xo 是 显然 满足 的 。 如果 它 对 息 = 六 
成 立 ， 则 对 由 (37d) 所 确定 的 向 量 和 +1, 我 们 得 到 ， 


[nti — Xol < [Xt — X11| + |X1 — Rol 
= |G(X,) — G(Xo)| 十 Go) — Xol 
< SIX — Xol+ 36 < 6 
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这 就 证 明了 ， 对 于 所 有 的 n 都 有 | 和 nu ~ XXo| < #5. 
为 了 看 出 XX 收 全 ， 根 据 (37e) 我 们 注意 到 


[np 一 | 三 [G(Xn) 一 G(Xn_1)| 
1 
一 一 1l. 
< IXn Xn :| 
同 理 
1 
bb, 一 | < 了 | 其 n-: 一 ol; 
1 
Ia-: — Kn) < 5K-2 — Xn-sl, 


如 此 下 去 ， 这 些 不 等 式 一 起 引出 估计 


1 站 
[Xt 一 Rn| < po 一 其 中 < oi. 


Pnt+1 


把 买 写作 无 穷 级 数 之 和 


X= Xo+ (Xi — Xo0) + (Xz — Xi) 十 … 


十 (其 n+1 一 买 胃 十 


(379 


其 收 敏 性 是 根据 (37f) 把 它 与 收敛 的 几何 级 数 要 比较 (第 一 着 第 
584 页 ) 而 建立 的 ; 由 此 也 就 推出 了 开 = lim 不 的 存在 性 . 当 n 一 oo 
时 ， 用 G{X) 的 连续 性 ， 从 (37d) 立刻 就 可 推出 义 是 (37b) 的 一 个 


解 . 


根据 定义 (37c), 函数 G 不 仅 连续 地 依赖 于 处 , 而 且 也 连续 地 
依赖 于 向 量 U. 因此 ， 由 递 推 公式 (37d) 逐次 得 出 的 入 也 连续 地 


依赖 于 U9. 由 于 用 作 比 较 的 几何 级 数 在 建立 
苏三 im 买 。 
1) 这 里 我 们 用 了 连续 函数 的 连续 函数 仍 是 连续 本 数 这 一 事实 ， 
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时 不 依赖 于 U, 这 就 推出 和 是 U 的 连续 函数 的 一 致 圾 限 , 因此 
本 身 就 是 U 的 一 个 连续 函数 并且 显然 ， 由 于 对 所 有 的 
Po, 一 < 
所 以 区 一 Xo| < 5. 要 是 存在 满足 条 件 荆 = G(Y) 和 |Y -Xol < 
的 第 二 个 解 Y, 由 (37e) 我 们 就 会 发 现 
IY -Xx|=IG(Y) - G(X)| < slY —X|, 
因此 |Y 一 XX|=0, 从 而 Y=XX. 

这 样 ， 对 区 Xol < 5, 我 们 确立 了 方程 U 二 F(X) 的 解 多 的 
存在 性 ， 唯 一 性 和 连续 性 ， 条 件 是 , 由 (37c) 所 确定 的 向 量 G 有 
微 商 G", 而 对 | 多 一 Xo < 5, G! 的 元 素 的 绝对 值 小 于 1/4, 而 且 还 
有 条 件 ， 

IlGGxe) - Xol < 36. 


易 见 ， 适 当选 取 和 矩阵 a, 对 所 有 充分 接近 Uo 的 T 这 些 要 求 是 能 够 
满足 的 ， 根据 (37c)， 


G'(X) =e — aF’(X), 
这 里 e 是 单位 矩阵 ， 如 果 我 们 将 a 选 为 年 阵 F'(Xo) 的 道 矩阵 ， 
a= (F(X0))!, 
则 对 义 = Xo 有 
G(X0) = e 一 aF'(Xo) =0. 


(从 失 阵 F'(Xo) 有 非 零 行 列 式 ， 也 就 是 映射 下 的 雅 可 比 式 在 点 Xo 
不 为 零 这 一 基本 假定 便 能 推导 出 这 个 道 矩阵 的 存在 性 . ) 从 假定 映 
射 下 的 一 阶 微 商 的 连续 性 导出 GG'( 外 ) 连续 地 依赖 于 处; 因此 ， 对 
足够 小 的 | 六 -Xol, 辟 如 说 

| 及 一 Xo| 5 
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便 能 保证 G'(X) 的 元 素 是 任意 小 , 例如 比 1/4 小 ; 此 外 , 根据 (37c)， 


[G(X0) - Xol = Ja(U -PCKojl= la(U - Uo)| < 2 


只 要 可 位 于 Uo 的 足够 小 的 邻 域内 即 可 ， 

这 就 完成 了 具有 非 零 雅 可 比 式 的 连续 可 微 映射 的 连续 逆 上 映射 
的 局 部 存在 性 的 证 明 . 从 (36c, d) 容易 推出 逆 映 射 的 一 阶 微 商 的 存 
在 性 和 连续 性 ， 设 U = F(X), 这 里 我 们 假定 雅 可 比 矩 阵 F"(XX) 是 
非 奇 异 的 ， 则 每 一 个 足够 接近 UU 的 V 具有 形式 V = F(Y), 其 中 
YY 当 Y 趋 近 于 U 时 趋 近 于 其. 因此 ， 对 足够 搂 近 于 U 的 Y 矩阵 
H(X, 六 ) 也 是 非 奇异 的 。 这 时 我 们 发 现 


Y-X=(HX,Y)) (VY-U) 
= (F(A) (NV -DU) +E(X, Y)(Y -UU), 
其 中 
lim E(X,Y)= lim E(X,Y)=0. 
Vao0 YX 


但 是 ， 这 个 关系 式 怡 好 表示 了 满足 UU = F(XX) 的 向 量 下 是 向 量 UU 
的 可 微 函 数 ， 并 且 ， 玉 关于 可 的 雅 可 比 撼 阵 是 矩阵 F(X) 的 逆 . 
显然 , 用 选 代 法 或 逐次 通 近 法 构造 逆 映 射 的 方法 同样 能 运用 到 任 
意 维 数 的 配 身 上去. 


练 习 3.3g 


1. 对 于 1 
t= F(T —Yy), v=2y 
的 逆 上 映 射 在 外 = (1,1) 或 UU = (0,1) 的 邻 域内 运用 (37d) 求 出 迁 代 
近似 解 (x2, yy%)- 
2. 将 前 一 练习 的 结果 与 4 = 1, v = 1 的 邻 域内 x 和 ?2 的 泰勒 
展 式 的 二 阶 项 相 比 较 . 
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bh. 函数 的 相依 性 


如 果 在 点 (zo,so) 路 可 比 式 DD 为 零 ， 则 在 该 点 的 邻 域内 ,关于 
方程 (33a) 的 可 解 性 问题 不 再 有 一 个 一 般 的 论断 了 . 即使 逆 函 数组 
确实 存在 ， 它 们 也 不 可 徽 了 ， 因 为 这 时 飞 积 

dlu,v) Adlz,y) 
dlz,y) dlw,v) 


将 等 于 零 ， 而 根据 第 263 页 ， 它 必须 等 于 1. 例如 ， 方 程 组 


虽然 雅 可 比 式 在 原点 为 零 ， 仍 唯一 可 解 ， 其 解 为 
一 人， 


但 函数 Yt 在 原点 不 可 微 . 
另 一 方面 ， 方 程 组 


v= v=2xy 


在 原点 的 邻 域内 不 是 唯一 可 和解 ， 因 为 zy 平面 上 的 两 点 (2, 急 和 
(一 zx, 一 y) 都 对 应 于 wz 平面 上 的 同一 个 点 . 
如 果 雅 可 比 式 不 仅 在 单独 一 个 点 (2,3 为 零 ， 而 且 在 点 (x, 9) 
的 某 一 整个 邻 域内 恒 为 零 ， 则 变换 称 为 退化 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 郴 
数 
u= P(r,y) 和 v= P(r,Y) 

量 现 一 种 相依 性 ， 即 它们 中 有 一 个 是 另外 一 个 的 函数 0). 我 们 首先 
考虑 方程 px = 0 和 wy = 0 处 处 成 立 的 平凡 情况 ， 这 时 函数 p(z,y) 
是 一 个 常数 ， 由 此 我 们 就 看 到 ， 当 点 (z, 芒 在 整个 区 域 上 变化 时 ， 

1) 雅 可 比 式 为 合 也 等 价 于 由 映射 函数 的 一 阶 油 商 所 构成 的 向 量 (peyey) 和 
(bz, wy) 相依 ， ” 


它 的 像 点 (wv) 总 保持 在 直线 4= 常数 上 .这 就 是 说 ， 区 域 只 是 被 
肌 射 到 一 条 直线 上 而 不 是 一 个 区 域 上 , 所 以 这 时 不 可 能 在 两 个 二 维 
区 域 之 间 存 在 一 个 到 另 一 个 上 的 一 一 映射 . 

微 商 pz 和 py 至 少 有 一 个 不 为 零 而 雅 可 比 式 DD 仍 为 零 的 一 般 
情况 也 类 似 ， 假定 在 所 考虑 的 到 域 的 点 (zo,%) 处 我 们 有 wz 去 0. 
于 是 从 第 一 个 方程 中 可 解 出 xz, 形 旭 x = 区 (wu,y), 并 像 第 267 页 那 
样 写 成 9 = 如 天 (o 功 , 幼 = X(w 纪 , 因为 在 那里 我 们 只 用 了 we 关 0 
的 假定 .但 是 根据 (34) 和 方程 D = 0, 在 区 域 中 ps 了 0 的 地 方 必 
有 xy 等 于 零 ; 这 就 是 说 , 量 x =v 根 本 不 依赖 于 y, 而 b 仅 是 如 的 
函数 ， 于 是 我 们 得 到 结论 ， 如果 变 换 的 雅 可 比 式 恒 为 零 ， 则 在 此 变 
换 下 ， zy 平面 的 一 个 区 域 不 再 映射 为 uv 平面 上 的 一 个 区 域 ， 而 
是 映射 为 uv 平面 上 的 一 条 曲线 ， 因 为 在 值 4 的 某 个 区 间 内 每 个 
值 仅 有 一 个 值 > 与 之 对 应 ， 困 此 ， 如 果 雅 可 比 式 恒 为 零 ， 则 两 函数 
不 独立 ; 这 就 是 说 存在 一 个 关系 式 


F(p,) 一 多 一 X(O) 三 0， 


使 得 在 区 域 中 的 一 切 值 {x,y) 都 满足 它 。 反 之 ， 如 果 在 uv 平面 上 
存在 一 条 曲线 ， zy 平面 上 的 区 域 怠 射 于 其 上 ， 则 对 于 这 个 区 域 上 
的 一 切 点 雅 可 比 式 DD = psy 一 Pypz 必 恒 为 零 ， 因 为 ， 显 然 这 映 
射 在 一 点 的 一 整个 邻 域内 是 不 可 逆 的 ， 

在 开始 各 别 讨 论 的 特殊 情况 显然 包含 在 一 般 的 论断 之 中 , 那 时 
问题 中 的 曲线 怡 是 直线 “= 常数 ， 它 平行 于 vv 轴 . 

例如 

€=z+y, 1= (z+ 


是 一 个 退化 的 变换 . 这 个 变换 把 zy 平面 上 的 一 切 点 都 轴 射 为 好 平 
面 上 的 挑 物 线 9 = 的 点 ， 变 换 求 道 的 问题 是 谈 不 到 的 ， 因 为 直 
线 z 十 y= 常数 上 的 所 有 点 都 被 映射 成 了 一 个 点 (四 . 容易 验证 ， 
雅 可 比 式 的 值 是 0. 与 一 般 定理 一 致 ， 函 数 & 和 9 之 间 的 关系 由 方 
程 

F(EM=6 -n=0 
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练 习 3.3h 


1. 给 出 -- 对 连续 可 徽 画 数 上 = jz, 切 ,9 = ge,g 的 例子 ， 使 
它们 在 一 个 区 域内 是 独立 的 ， 而 在 另 一 个 区 域内 是 不 独立 的 . 


2. 证 明 ， 如 果 & 上 = az 十 到 +c 和 7=az+ 克 二 7 是 相依 的 ， 
则 直线 上 =0 和 ”=0 是 平行 的 , 


i 结束 语 


将 上 述 理论 推广 到 三 个 或 三 个 以 上 自 变 量 的 情况 不 再 出 现 特 
殊 揭 困难 .主要 的 差别 在 于 ， 我 们 用 三 阶 或 多 阶 行列 式 代 替 二 阶 行 
列 式 D. 当 变 换 含有 三 个 自 变 量 时 ， 
E= pr,Y.2), n= Vr,y,2), C= Xx(r,Y,2), 


多 一 g(é, 人 6 2 三 hlé, 他 ¢), 之 三 Llé,n, 0), 


雅 可 比 式 由 下 式 给 出 : 
dlé ) pr We Xz 
Pz Wz Xs 


同样 ， 对 于 ”个 自 变 量 的 变换 


让 = pi(21322 ) Bn) 


Zi = gilé1, 2 , En) (i = 1,2,...,n) 
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而 言 ， 雅 可 比 式 为 


B01 pz .. Bpn 
Oz1 Ori az1i 
Bp1 Bp .. Bpn 
d(é1,€2,: ,En) 二 Bra Hrz O72 
d(21, 72,. ,Ln) 
Bp1 opa ... Bpn 
Brn rn Orn 


当 自 变量 多 于 两 个 时 , 复合 变换 的 雅 可 比 式 等 于 各 个 雅 可 比 式 的 乘 
积 ， 这 一 命题 仍然 对 .用 符号 写 就 是 


d{éi, é2, 四 En) ， d(m, a, i ,Tn) 
df 72 , Tn) (x1, F2y tm] 


_ dl,é2,* En) 
od(r1, 2, Pn) 
特别 地 ， 道 变换 的 雅 可 比 式 是 原 变 换 雅 可 比 式 的 倒数 . 
关于 变换 的 分 解 与 合成 的 定型， 关于 道 变 摘 的 定理 ， 关 于 变换 
相依 性 的 定理 ， 对 于 自 变量 是 三 个 或 更 多 的 情况 仍然 成 立 ， 其 证 明 
类 似 于 n 二 2 的 情况 ， 为 了 避免 不 必要 的 重复 我 们 就 略 去 了 . 用 选 
代 法 构造 道观 射 也 同样 成 立 . 
在 前 一 节 我 们 看 到 了 , 一 个 一 般 变 换 在 许 几 方面 类 羽 于 仿 射 变 
换 ， 而 雅 可 比 式 起 着 在 仿 射 变换 中 行列 式 所 起 的 作用 ， 下 面 的 说 明 
使 这 点 更 加 清楚 ， 由 于 函数 5 = w(z: 切 和 了 = ww(z2.2) 在 (zo, Vo) 
的 邻 域 内 是 可 徽 的 ， 我 们 可 将 它们 表示 为 如 下 形式 : 


一 名 = 人 一 To)pcktzo,gn) 十 志 一 yo}Ppy(x0, yo) 
teV(s — zo] + vo), 
7— m=(z — zo)z(zo, Yo) + (y — yo) py (zo, yo) 


+ EV(e zo + (wo), 
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其 中 < 和 5 随 着 
(2 — zo)2 + (y — yo)? 


趋向 于 零 而 趋向 于 零 . 这 表明 ， 当 lz - zol 和 Jy 一 名 | 的 值 足够 小 
时 ， 变 换 能 被 近似 地 表 成 仿 射 变换 ， 


€=é0+{r ~ ro)pr(T0, yo) + (y — Yo}py(To, Yo), 
n= m+ (ero)br(zo, yo) + (y — yo) by(ro, yo), 
它 的 行列 式 就 是 原 变换 的 雅 可 比 式 . 
练 习 3.31i 


1. 2 对 下 列 函 数组 计算 BE,7,p)/6{z,y, 2): 
) 


£ = er Cosy cosz, 
7 = er Os Y sin z, 
p= 2 8in gj 
(b) €=cos{s + + cos(y + 2z), 
9 = cos(z 十 四 十 sin(y 十 双 )， 
p=sin(s + + costy + 2); 
(c) 二 三 coshz + logy, 
9 = tanhy — sinhz, 
P= 2— 
(四 &€= xcosysinz, 
7 = zinYysinz, 
P= veo 2; 
(e) £= cosy, 
7 = £ eny, 


f=2. 
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2. 定义 函数 组 & = f(zx,y,2), 7 二 g(x,y,2), P 二 h(z,Y)2) 在 一 
区 域内 的 相依 性 ， 将 段 的 结果 推广 到 这 种 情况 . 

3. 在 习题 1 中 所 给 的 三 个 顶 数 所 成 的 组 中 , 那 一 组 是 相依 的 ? 
给 出 三 个 函数 间 的 联系 方程 . 

4. 证 明 下 列 三 个 函数 是 相依 的 , 并 找 出 它们 之 间 的 相依 关系 : 


§= 2+Y 二 2， 
了 中 一 82 十 近 十 好 ， 
C= ZU 十 gz 十 2z7， 
5. 三 维 反 演 由 公式 
= 二 = 二 - 
TT 1 天 十 邹 十 天 


它 
《一 到 十 六 于 到 
(a) 证 明 任何 两 曲面 问 夹 角 是 不 变 的 ; 
(b) 证 明 球面 被 变换 为 球面 或 平面 
(c) 求 变换 的 雅 可 比 式 . 


3.4 应 用 


a 曲面 理论 的 要 案 


曲面 像 曲 线 -一 样 , 参 变量 表示 法 常常 是 比 其 他 表示 法 更 合用 . 
对 曲面 我 们 需要 两 个 参 变量 ， 而 不 是 一 个 ,我 们 用 w 和 v 来 表示 
它们 . 曲面 的 参 变 量 表 示 可 天 成 如 下 形式 ; 
二 p(w J), y= pu, 切 ， 富民 X(u au)， (39a) 
其 中 yp, 业 和 义 都 是 参量 u,v 的 已 知 函 数 ， 而 点 (u,v) 在 ww 平面 
上 的 已 给 区 域 及 上 变化 ， 从 而 以 zu = 为 三 维 直角 坐标 的 相应 点 
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就 在 zyz 空间 的 一 个 集合 上 变化 ,在 典型 情况 下 ， 这 集合 是 一 张 曲 
商 ， 能 表 为 显 式 z = />,g). 因为 对 上 列 三 个 方程 ， 可 将 其 中 两 个 
根据 相应 的 直角 坐标 解 出 u,v, 然后 把 所 得 到 的 u 和 wv 的 表达 式 代 
入 第 三 个 方 穆 ， 我 们 就 得 到 了 曲面 的 非 对 称 表 示 > = f(z, 巷 1. 因 
此 , 为 了 保证 方程 确实 表示 一 张 晶 面 ， 我 们 只 要 假定 三 个 雅 可 比 式 


pu Py , Xu Xu | Pu Pv (39b) 
Xu Xu Pu Pu pu Wy 
不 同时 为 零 ， 用 一 个 公式 表示 ， 我 们 要 求 
(puto — Pubu)? + (baxy — Puxu)? 
+ (Xupy — Xupu) > 0. (39c) 


这 时 ， 空 间 中 ， 在 由 {39a) 所 表示 的 每 一 点 的 邻 域内 ， 一 定 能 将 三 
个 坐标 中 的 一 个 用 另外 两 个 来 表示 . 
把 参 变量 表示 的 三 个 方程 (39a) 用 -一 个 向 量 方程 


X= (u,v) (40a) 


来 代替 是 方便 的 ， 这 里 X = (z,yz) 是 曲面 上 点 的 位 置 向 量 , 他 表 
示 向 量 

Bu 0) = (Plu v0), pu, 0), Xu 0)). 
曲面 上 ， 在 具有 参量 wu 、» 的 每 个 点 上 ， 我 们 能 构成 位 置 向 量 的 
全 全 轴 


六 = (Pu Du, Xu) 和 六 ,= (Pus Wy, Xo). {40b)} 
于 是 向 量 处 的 全 微分 ( 死 第 51 页 公式 (15b)) 是 
dX = (dz,dy,dz) = Xudu + Xudv. (40c) 
1) 设 z = 二 9 =v 我们 航 看 出 ， 这 实际 上 是 参 变 量 形 式 的 特殊 情况 . 
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三 个 行列 式 {39b) 怡 是 向 量 四 ,和 买 。 的 向 量 积 其 ex 处 。 的 分 量 
( 见 第 196 页 ). (39c) 左边 的 表达 式 表 示 了 向 量 丑 。 x 瑟 。 的 长 度 的 
平方 ， 所 以 条 件 (39c) 等 价 于 


XK, x XX, #0. (40d) 


例如 ， 半 径 为 7 的 球面 z? 十 到 + z2 = 7?, 其 参 变量 表示 由 方 
程 


T=rcosusinv, y=7rsinusnv, z=rc08v% (40e) 
(0<u<2r, Ov<7) 


给 出 ， 其 中 "= 9 是 球面 上 点 的 “ 余 纬 ”, 而 4 = ”是 球面 上 点 的 
“经 度 ”( 见 273 页 ). 
这 个 例子 已 展示 了 参 变量 表示 的 一 种 便利 ， 三 个 坐标 由 的 

三 个 显 函 数 给 出 ， 这 三 个 函数 都 是 单 值 的 . 若 " 从 了 变 到 r, 我 们 
得 到 下 半球 面 ， 即 

z = Vy, 
而 当 ”从 0 变 到 5 时 得 到 上 半球 面 ， 这 样 ， 对 参 变量 表示 来 说 ， 
为 了 得 到 整个 球面 ， 就 不 需要 像 表 示 法 

一 士 Vy2 一 2 一 号 


那样 去 考虑 这 个 函数 的 两 个 单 值 分 支 了 . 
通过 测 地 投影 ， 我 们 可 得 到 球 稀 的 另 一 种 参 变量 表示 ( 见 第 一 
卷 第 369 页 ). 为 了 从 北极 (0,0,7) 到 赤道 平面 =0 作曲 面 


xz ++ r=0 


的 测 地 投影 ， 我 们 把 曲面 上 每 一 点 和 北极 六 用 直线 连接 起 来 ， 并 
把 这 条 直线 与 赤道 平面 的 交点 称 做 曲面 上 相应 点 的 测 地 投影 像 (图 
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田 3.12 球面 的 测 地 投影 
3.12). 这 样 ， 除 去 极点 入 外 我 们 就 得 到 了 曲面 上 的 点 和 平面 上 的 
点 的 一 种 一 -一 对 应 .， 运 用 初等 几何 容易 发 现 ， 这 个 对 应 由 公式 


2r2n Dr2y 


rir YT tr 


wu2 二 v2 一 r2)r 
- (400 
表达 ， 其 中 (w,») 是 平面 上 像 点 的 直角 举 标 ， 这 些 方 程 可 看 作 球 面 
的 参 变 量 表示 ， 参 变量 w,v 是 ww 平面 上 的 直角 坐标 . 
作为 进一步 的 例子 ， 我 们 给 出 曲面 


2 2 2 2 3 2 
T 名 攻 
a b C2 a bb 


的 参 变 量 者 示 ， 它 们 分 别 叫 做 单 叶 双 曲 而 和 双 叶 双 曲 面 ( 见 图 3.13 
和 3.14). 单 叶 双 曲面 用 
了 一 人 COS ucoshYy, 
8 = asin ucosh v, (40g) 
z= csinhv 
(0 < no0 < < 十 oo) 


表示 ; 而 双 叶 观 曲 面 用 


T= ac0s usinh vy, 


~ a 


YAN 


图 3.13 ” 单 叶 双 山 面 图 3.14 ” 双 叶 双 曲 面 
y = bsin usinh v, (40h) 
z= 土 ccoshy 
(0 <u<27,0 <v < +o0) 
表示 . 
一 般 说 来 ， 我 们 可 以 把 曲面 的 参量 表示 看 作 (wy) 平面 上 的 
区 域 R 到 相应 曲面 上 的 映射 ， 使 (4,v) 平面 上 区 域 束 的 每 一 点 对 
应 于 曲面 上 的 一 点 。 对 典型 情况 反 过 来 也 是 对 的 了 7. 
同样 ， ww 平面 上 的 曲线 4 = w(t), v = v(t) 借助 于 方程 
z= Pp(ult), v(t)) 一 工时 


对 应 于 曲面 上 的 曲线 . 例如 ， 在 球面 的 球 坐 标 表示 (40e) 中 ,方程 
4 二 常数 表示 经 线 ,而 v = 常数 表示 纬 线 ， 如 果 在 我 们 的 参 变量 表 
示 中 , 对 4 用 一 个 确定 的 固定 值 去 代 ,， 而 让 v 作为 参 变 量 , 我们 就 
得 到 一 条 位 于 曲面 上 的 “空间 上 曲线” 或“ 拓 曲 线 "; 对 v 用 一 个 固定 
值 去 代 ， 而 让 4 变 也 有 相应 的 结论 . 所 以 ， 在 一 般 情 况 下 我 们 可 以 
考虑 曲面 上 由 方程 4 = 常数 和 v= 常数 所 给 的 那些 曲线 , 这 些 曲线 

1) 当 拨 。 不 可 一 概 谭 论 ， 例如， 在 球面 的 球 举 标 ( 见 第 306 页) 表示 (40e) 中 ， 球 
药 南 北极 相应 于 由 2 =0 和 = f 给 出 的 球 个 线 展 . 


。 308 ， 


图 3.15 参 乔 曲线 忌 = 常数 ，v 二 常数 
是 曲面 上 的 参量 曲线 或 坐标 曲线 . 参量 曲线 网 相应 于 uv 平面 上 
关于 坐标 轴 的 平行 线 网 (图 3.15). 
与 (u,v) 平面 上 的 曲线 宇 = wb, v = v(t) 相对 应 的 曲面 上 的 
曲线 ， 其 切线 的 方向 与 向 量 
Xt 一 《zt 41) 

du dv du dv du dy 

三 ( 六 了 闻 硫 ' Vu Ty 2 十 
(41) 


的 方向 相同 ( 见 第 229 页 ). 在 曲面 的 一 个 指定 点 ， 曲 次 上 通过 该 点 
的 一 切 曲线 的 切 向 量 ,依赖 于 两 个 向 量 和 和 它们 分 别 切 于 通 
过 该 点 的 参量 曲线 v = 常数 和 v = 常数 ， 这 就 意味 着 ， 所 有 切线 
都 放 在 通过 该 点 而 由 向 量 X。 和 XX, 张 成 的 平面 上 ， 即 曲 面 在 该 


点 的 场 平面 上 . 曲面 的 法 线 垂直 于 所 有 的 切 方向 ， 特 别 地 ， 午 
直 于 向 量 式 。 和 六 。. 所 以 ( 见 第 197 页 ) 曲 商 的 法 线 平 行 于 向 量 积 
XX xX 及 一 (Yu zw 一 加 Su SuTv 一 ZuTuy ui 一 TrYu). (42) 


探究 已 给 曲面 性 质 的 一 个 最 重要 的 工具 是 研究 曲面 上 的 曲线 . 
这 里 我 们 将 只 给 出 这 种 曲线 的 弧 长 * 的 表达 式 . 在 第 229 页 ( 见 第 
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一 郑 第 398 页 ) 曾 提 到 
( 呈 = 全) +( 名 + 多 -x 天 
所 以 由 方程 (41), 我 们 得 到 


(2) = (学 +Xo 守 ) (和 呈 十 大 呈 】 (43) 


全 + 和) 


+ (学 + 全 ) 
= 瑟 ( 宝 ) +2F 且 于 +G( 灾 ) ， 
这 里 系数 EE, FF,G 称 为 曲面 的 高 斯 基本 量 : 
p= (F) + (PF) +(F) = 和 x 4) 
0 


这 些 系数 仅 依 赖 于 曲面 本 身 及 其 参量 天 示 , 而 不 依赖 于 曲面 上 若 线 
的 特殊 选择 .表达 式 (43) 是 弧 长 5 关于 参量 上 的 微 商 ， 在 符号 上 
它 通常 可 以 写成 与 治 曲线 所 用 的 参量 无 关 , 用 二 次 微分 形式 ("基本 
形式 ”) 
de? = Edv? 十 2FGudo + Gdv’ (45) 
给 出 ， ds 称 为 线 元 素 . 
向 量 积 于, x XX 的 长 度 可 用 召 , FG 表示 ， 因 为 { 见 第 197 页 ) 


[x Kol = KX (Ko X= EG—F, (45a) 
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这 样 一 来 ， 前 面 用 参量 表示 的 原始 假定 (39c) 或 (40d) 现在 可 用 关 
于 基本 量 的 条 件 


EG-F?>0 (46) 
来 表示 了 ， 
由 于 单位 向 量 
1 1 
-ED ne 


的 分 量 是 曲面 的 两 个 法 方向 之 一 的 方向 余 强 ， 所 以 ， 由 (42) 可 推 
出 ， 用 参量 表示 的 曲面 的 法 方向 有 方向 余弦 


Yuzv 一 YuZu ZuTu 一 ZuTu 


ce = ， Cosf = ， 
“0 VE 4 = 一 南 
Xu vr Ty u 
1 Wk 


曲面 上 曲线 立 = u(t), v = v(t) 的 切线 与 向 量 
du dv 
X= Xu 十 Xu 
同方 向 ， 现 在 我 们 考虑 曲面 上 以 r 为 参 变量 数 的 第 二 条 曲线 4 = 
W447), 9 二 2(7). 它 的 切线 与 向 量 
4 


X= ,+ 
dT 


同方 向 ， 若 这 两 条 曲线 通过 曲面 上 同一 点 ， 则 其 交角 w 的 余 蓄 与 向 
基 下 , 与 Xr 之 间 夹 划 的 余 蕊 一 样 ， 因 此 ( 见 第 141 页 ) 


dv 
QT 
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du du dudv dudv dv dv 
-天 二 + 有 (二 下 + 直下) 上 +G 天 而. 


所 以 曲面 上 两 曲线 同 夹 角 的 余 必 由 下 式 给 出 : 


ce 有 从 + 有 ( 生 下 + 全 关 + 有/ 
JIVs( 号) +27 呈 和 +G( 呈 ) 
x Ya( 字 ) +27 季 家 +G( 儿 )] (9 


个 区 过 一个 而 区 直上 的 区 和 可 以 有 人 和 
的 一 种 特殊 情况 ， 因 为 如 果 假 定 (39a) 中 的 第 三 个 函数 x(w w) 对 
所 考虑 的 (wo) 恒 为 零 ， 则 所 述 方程 就 只 表示 了 ww 平面 上 的 区 域 
到 zy 平面 上 的 区 域 的 映射 - 如 果 我 们 愿意 用 坐标 变换 的 术语 来 说 
的 话 就 是 ， 方 程 组 确定 了 wo 区 域内 的 一 个 曲线 众 标 系 ， 而 反 函 数 
{要 是 它们 存在 的 话 ) 则 确定 了 zy 平面 内 的 一 个 ww 曲线 坐标 .条 
用 这 种 坐标 (w,+) 来 表示 ， zy 平面 上 的 线 元 素 可 简单 地 写 为 [ 见 
(44a, b, cj] 

ds? = Edvw + 2Fdudy + Gay?, 


其 中 
5- (e) + (a) Con 
c- (ge) (2 ceo 


我 们 取 环 面 作为 曲面 的 参量 表示 的 一 个 更 深入 的 例子 ， 环 面 
是 这 样 得 到 的 : 取 一 个 圆 ， 让 它 绕 着 一 条 与 它 在 同一 个 平面 上 而 又 
与 它 不 相交 的 直线 旋转 ( 见 图 3.16). 我 们 取 旋 转轴 作为 z 轴 ，y 轴 
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图 3.16 ”旋转 阅 产 生 环 面 


通过 该 区 的 中 心 ， 中 心 的 y 坐标 为 a. 如果 圈 的 半径 是 > < |al, 我 
们 就 得 到 该 圆 在 yz 平面 上 的 参量 表示 : 


T=0, y--&a=rco0, z=rsing (0D < 68 < 27). 


现在 让 圆 绕 z 回旋 负 ， 我 们 发 现 对 加 上 每 一 个 点 而 言 2?+ 六 保持 
常 值 ， 也 就 是 22 十 = (s 十 7cos9)?. 如 果 名 是 关于 z 轴 的 转角 ， 
则 


z= (a+rcosd)sing, 

y= (6+rcosf) cos wy, 

z= rsing 

(O<p<2r 0<H<2n). 
这 就 是 环 面 的 以 8 和 wp 为 参量 的 参量 表示 ， 在 这 种 表示 中 ， 环 面 
成 了 Bw 平面 上 的 边 长 为 2x 的 正方 形 的 像 ， 其 中 位 于 同一 直线 6= 
常数 上 或 ” = 常数 上 的 每 对 边界 点 仅 对 应 于 曲面 上 的 一 个 点 ， 而 


正方 形 的 四 个 质点 只 对 应 于 同一 个 点 . 
对 于 环 面 的 线 元 素 ， 依 【44a'b,c), 我 们 有 


ds? = ”2d82 十 (a + r cos 的 2dp2. 
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练 习 3.4a 


1. 计算 下 列 曲面 上 的 线 元 素 : 
(a) 球面 


z=cosusinv, Y=sinudinyY, z= cosv; 
(b) 双 井 面 
T=cosucoshv, 3 一 gintucoshuy， 2z 一 sinhv; 


(c) 由 
r= V+ = f(z) 
所 给 出 的 旋转 曲面 {用 柱 众 标 > 和 6 = arctg (y/z) 作为 曲面 上 的 坐 
标 ); 
(qd) 由 


十 
a—t bb-t ce-—t 
所 给 出 的 共 焦 二 次 曲面 族 中 相当 于 ts= 常数 的 二 次 曲 商 ， 取 ,ts 
作为 二 次 曲面 的 坐标 ( 见 第 280 页 习题 9). 
2. 对 悬 链 曲 而 


t 0 ty .rr6 
= = acosh (3) eos (3), v= ocosh (2) ain (a), 

z 二 t, 求 其 高 斯 基本 晤 ; 证 明 名 一 G= 下 =0. 

3. 对 曲面 z = 二 wcosv, 二 45inv, z= au 十 B (a,8 = 常数) 证 
明 ， 曲 线 w= 常数 ， v= 常数 的 象 是 正 交 的 . 

4. 对 于 方程 = f(z,W) 所 给 出 的 曲面 ， 确 定 其 线 元 素 的 基本 
型 是 什么 ? 

5,， 如果 在 以 u,v 为 参量 的 些 面 上 ， 通 过 方程 4 = wls,), + = 
v(a,t) 引进 新 的 曲线 举 标 系 (a, 引 , 试 证 骨 


2 
FG FPF?2= (EG ery | ， 
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其 中 EE', 有 G' 是 关于 a,t 所 取 的 基本 量 ， 南 ,FG 是 关于 u,v 
所 取 的 基本 量 . 

6. 设 上 + 是 曲面 5 在 点 了 的 切线 ， 考 虑 -- 切 包含 上 的 平面 与 曲 
面 的 交 线 . 证 明 所 有 这 些 不 同 交 线 的 曲率 中 心 都 落 在 同一 个 圆 上 . 

?7. 若 t 是 曲面 3 在 点 了 的 一 条 切线 ， 则 我 们 把 在 PP 点 通过 +t 
的 蕉 平面 ( 即 通 过 + 和 法 线 的 平面 ) 与 曲面 的 交 线 的 曲率 称 为 5 在 
方向 上 的 曲率 < 对 于 在 了 点 的 每 一 声 线 ， 我 们 化 一 个 以 P 为 始 
点 ， 以 t 为 方向 的 向 量 ， 其 长 度 为 1/VA. 证 明 所 有 这 些 向 量 的 终 
点 都 落 在 同一 个 二 次 曲线 上 . 

8. 设 一 曲线 是 作为 两 个 曲 南 


2 十 户 十 好 =1 
az 十 pp +cz 一 0 


的 交 线 给 出 的 ， 试 求 
ta) 切线 方程 ， 
(b) 在 曲线 上 任 一 点 处 密切 平面 的 方程 . 
9. 若 球面 上 点 的 坐标 (zy,z) 由 方程 ( 见 第 272 页 ) 


=asinfcowp, y=asinfsinp, z=ac0s0 


给 出 , 斌 证明 , 通过 任何 一 点 (9,w) 的 两 族 曲 线 96++p =a,8-p = 
之 加 的 交角 为 arccos{(1 一 sin? 0)/{1 -H sin2 的 }( 见 第 311 页 ). 
证 明 ， 任 一 条 此 线 的 曲率 半径 等 于 


a(l + sin? os 
(5 + 3sin? 0)3 
b. 一 般 保 角 变换 
如 果 平面 上 的 一 个 变换 
T= puv0), y= 人 Pu,v) {50) 
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把 任何 两 条 相交 的 曲线 变 为 两 条 相交 的 曲线 ,并 保持 其 夹 角 不 变 ， 
则 这 个 变换 称 为 一 个 保 角 变换 . 
定理。 二 个 过 可 基 灾 扫 G0) 时 保全 个 人 要 人 条 
件 是 它 满 足 柯 - 黎 曼 方程 
Pu— po =0, Pothu=0 (51a) 
或 
Pu 十 Yo 二 D, Wu 一 WD = 0. {51b) 
上 各 和 吕方 和 半生 表情 站 人 
证 明 如 下 :假定 变换 是 保 角 的 ， 则 在 uv 平面 上 两 族 正 交 的 典 
线 忆 = 常数 = so,v=wwp 十 t 与 %= 二 Ww 十 7,9 二 常数 二 wo 一 定 变 
为 zy 平面 上 两 族 正 变 的 曲线 . 由 关于 两 曲线 交角 的 公式 (48)( 见 第 
312 页 ) 直接 推出 
0=F = yupy t+ Buh,. {51c) 
同样 ， 对 应 于 2 = 2 二 ==+t 和 92=t 二 TV 一 和 一 7 的 曲 
线 也 一 定 是 正 交 的 ， 这 就 给 出 
0=E-G=g2+ 避 -2 一人 如. [51d) 
方程 (5lec) 可 写 为 
Pw 一 AWy, ov 三 一 Am 


其 中 入 是 一 个 适当 的 常数 , 将 此 式 代 入 (51d), 我 们 立刻 得 到 入 = 1， 
所 以 上 述 的 森 西 - 黎 曼 方程 组 (51a,b) 中 总 有 一 个 成 立 ， 

从 下 面 的 观察 可 确信 , 柯 西 ~ 黎 曼 方程 组 是 保 角 性 的 一 个 充分 
条 件 ， 除非 四 个 量 pu pv;t 全 是 零 . 

由 方程 (51a) 或 (51b) 可 推出 关系 式 


E=G>0, F=0. 


1) 最 后 的 上 断 音 直 接 由 第 284 责 上 基于 区 可 比 式 DD = www 一 powbw 的 符 导 推出 . 
在 (51a) 的 情况 下 , 我 们 有 品 == 人 2 十 V2 之 0, 在 (51b) 的 情况 FDD=~p2 一 ps <0 
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,FG 是 由 (49a,b,c) 所 定义 的 基本 量 ， 于 是 ， 根 据 (48), 在 zy 平 


面 上 两 曲线 向 的 夹 角 呈 由 下 式 给 出 
dudu dvdv 
爱 杂 ”三 晰 
duv2 duv2 frduv! dv\2 
V(x) + (a) YF) + 于) 


这 个 方程 的 右边 恰 是 uv 平面 上 相应 曲线 间 夹 角 的 余弦 , 所 以 , 映射 
保持 曲线 间 夹 角 的 大 小 , 但 可 能 改变 其 定向 . 只 有 使 = 下 =G=0 
的 点 例外 ， 也 就 是 使 两 个 映射 两 数 的 所 有 一 阶 微 商 都 为 零 ! 的 点 
例外 . 


练 习 3.4b 


1. 研究 观 射 2 = 吧 一 妇 ,y 二 2ue 的 性 状 . 在 v=27=3 它 
是 否 保 角 的 ? 在 4 二 4=0 呢 ? 为 什么 ? 

2. 映射 = = 了 logfu2 + zz) 8 = aretan 在 什么 地 方 是 保 角 
的 ? 

3. 证 明 ， 如 果 映 射 (wv) ~ (z, 育 和 (他 可 一 (5,0) 都 是 保 角 
的 ， 则 映射 (wv) 一 (ZE - ,2 十 死 ) 也 是 保 角 的 

4. {a) 证 明 单 位 球面 到 平面 的 测 地 投影 是 保 角 的 . 

(bh) 证 明 球面 上 的 圆 变 为 平面 上 的 加 或 直线 . 

{c) 证 明 ， 在 测 地 投影 中 ， 球 商 关 于 赤道 平面 的 反射 对 应 于 ww 
平面 上 的 反 演 . 

(qd) 以 0 为 参 变 量 找 出 球面 上 线 元 素 的 表达 式 . 

5 高 斯 基本 系数 (44) 满足 什么 条 件 计 ， 从 wv 平面 到 曲面 
开 = 芒 (wo) 的 映射 才 是 保 角 的 ? 

6. 寻找 一 -个 从 球面 x = cos0sinw, y 二 sin0sing,z 二 cosy 到 
ww 平面 的 保 角 变 换 , 使 得 9 = mw 9 = fo), 其 中 fu) 满足 (0) = 5 


1) 在 这 种 地 方 映射 实际 上 不 再 是 保 角 的 了 . 
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3.5 ”和 雌 线 族 ， 曲 面 族 ， 以 及 它们 的 包 络 


a. 一 般 说 明 


在 许多 场合 中 , 我 们 已 经 不 把 曲线 或 曲面 作为 一 个 单独 的 个 体 
来 考虑 ， 而 是 作为 一 族 曲线 或 一 族 曲 面 中 的 一 个 成 员 来 考 忠 ， 如 像 
f(z,y) = c, 这 里 对 每 一 个 c 都 存在 着 族 中 一 条 则 线 与 它 对 应 . 

例如 ， 在 zy 平面 上 与 y 轴 平 行 的 直线 ， 即 z = c 形成 一 个 曲 
线 族 . 关于 原点 的 同心 回族 2? 十 六 = 也 一 样 ， 对 于 e 的 每 一 个 
值 都 对 应 着 族 中 一 个 圈 ， 即 半径 为 “ 的 那个 图 .类 似 地 ， 等 轴 双 曲 
线 zy =c 形成 一 个 曲线 族 ， 其 略图 如 图 3.2. 特殊 值 c = 0 对 应 于 
由 两 条 坐标 轴 构 成 的 退化 双 曲 线 . 给 定 曲 线 的 一 切 法 线 所 成 的 集合 
是 曲线 族 的 另 一 个 例子 ， 若 曲线 以 上 为 参 变 量 而 由 方程 £& = 4 人， 
六 一 区 的 给 出 ， 则 我 们 可 得 到 形 如 ( 见 第 一 卷 第 388 页 ) 


(z ~— pt) + vy — P(E = 0 
的 法 线 族 方程 ， 这 里 t 代替 c 而 表示 曲线 族 的 参 变量 ， 
山 线 族 的 一 般 概 念 可 用 解析 方法 表述 如 下 ， 设 
(mao) 


是 一 个 含有 两 个 自 变 重 > 和 ? 及 一 个 参 变量 c 的 连续 可 微 函 数 ， 
其 中 参 变量 c 在 给 定 区 间 内 变化 。 (这样 ， 参 变量 实际 上 是 第 三 个 
自 变 量 ， 仅 仅 因为 它 起 着 不 同 的 作用 ,， 才 把 字母 写 得 有 区 别 . ) 如 果 
对 参 变量 c 的 每 一 个 值 ， 方 程 
ftz, VY, oO 二 0 (52a) 
表示 一 条 曲线 ， 则 c 在 它 的 区 间 上 变化 时 所 得 曲线 的 全 体 叫 做 依赖 
于 参 变量 的 曲线 族 . 
族 中 每 一 条 曲线 也 可 表 为 参 变 是 形式 ， 
= pt,c), y= p(t, ch (52b) 
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其 中 < 是 区 分 族 中 不 同 曲线 的 参 变量 ， 而 上 是 沿 曲 线 的 参 变量 ， 
例如 ， 方 程 组 


t=ecost, 3 一 Csint 
表示 上 面 所 到 的 同心 圆 族 ;又 如 方程 组 


下 一 人 坟 ， = 了 


表示 上 面 提 到 的 正 交 双 曲 线 族 , 但 除去 由 两 条 华 标 加 构成 的 退化 双 
曲线 . 

偶而 我 们 也 被 引导 到 去 考虑 依赖 于 几 个 参 变量 的 曲线 族 ， 例 
如 ,在 平 而 上 一 切 图 fz 一 oj? 包 一 区 = c 的 全 体 是 依赖 于 三 个 参 
变量 6,b,c 的 曲线 族 ， 如 果 在 令 述 中 不 出 现 相反 铺 况 的 话 ， 我 们 总 
把 而 线 族 理解 为 依赖 于 一 个 参 变量 的 “ 单 参 变量 ”的 曲线 族 ， 其 他 
情况 我 们 将 有 区 分 地 说 两 参 变量 ， 三 参 变 量 ， 多 参 变 量 的 曲线 族 . 

关于 空间 中 的 曲面 族 ， 类 似 的 论述 当然 也 成 立 ， 如 果 给 了 -个 
连续 可 微 冰 数 f(z,y,zc), 并 且 如 果 对 某 个 确定 区 间 上 的 参 变量 c 
的 每 一 个 值 ， 方 各 

f(z,Y, 2,£) 三 0 

表示 空间 中 的 一 张 以 (zz z) 为 直角 华 标 的 昌 商 ， 则 令 。 在 它 的 区 
闻 内 变化 时 所 得 曲面 的 全 体 称 为 一 个 曲面 族 , 或 更 确切 些 说 ， 是 
一 个 以 。 为 参 变量 的 单 参 变量 曲面 族 . 例如 ， 中 心 在 原点 的 球 而 
喧 十 镶 二 22 = 2 就 形成 这 样 一 个 曲面 族 ， 和 上 曲线 族 的 情况 一 样 
我 们 也 考虑 依赖 于 儿 个 参 变量 的 曲面 族 . 

例如 ， 由 方程 


ar+bwy+vVl-m bz+l=0 


所 确定 的 诸 平 面 形 成 依赖 于 参 变量 。 和 4 的 两 参 变量 曲面 族 ， 参 
变量 a 和 4 在 区 域 2 十 六 <1 内 变化 ， 这 个 曲面 族 是 由 与 原点 距 
离 为 1 的 所 有 平面 构成 的 7) 

1) 有 时 一 个 单 参 变量 的 曲面 族 被 归 入 oo1 曲面 ， 一 个 双 参 变量 曲面 族 被 归 入 co? 
曲面 ， 等 等 
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练 可 3.5a 


1. 从 几何 上 刻画 下 列 的 曲线 族 : 


2 
人) 瑟 十 殷 = ca ob 为 已 知 常 数 ， 是 参 变量 ， 


(b) 王 十 (一 = ce 是 参 变 量 ; 
(ec) = = cos(c 十 介 ,y 二 sin(c 十 引 , 0 之 t < 27,e 是 参 变量 . 
2, 描述 单 参 变量 曲面 族 


(z 一 cj2 十 (一 1 一 oj 十 {z 十 V2 一 2o2 =1. 


b. 单 参量 曲线 的 包 络 


如 果 某 一 直线 族 由 一 平面 曲线 忆 的 诸 切线 构成 (例如 ， 一 条 曲 
线 C 的 法 线 族 就 是 OC 的 包 络 EE 的 切线 族 ， 见 第 一 卷 ), 这 时 我 们 就 
说 曲线 巨 是 这 一 直线 族 的 包 络 . 同样 我 们 将 说 半径 为 1 中 心 在 
z 轴 上 的 网 族 一 一 即 具有 方程 (z 一 co 十 六 一 1=0 的 赔 族 一 一 
以 直线 对 y= 二 1 和 y= -1 为 其 包 络 ， 该 查 线 与 族 中 每 一 个 辆 相声 
(图 3.17). 在 这 两 例 中 ， 找 出 族 中 以 c 和 ec 十 无 为 参数 的 两 条 曲线 
的 交点 ， 而 后 让 hh 趋 近 于 0, 我 们 就 能 得 到 和 包 络 和 族 中 以 c 为 参数 
的 那 条 曲线 的 交点 .我 们 简短 地 用 下 述 语 言 来 表示 : 包 络 是 相 邻 
曲线 交点 的 轨迹 ， 

对 任何 一 个 出 线 族 ,如果 册 线 马 在 其 每 -点 与 族 中 基 -由 
相 切 ， 则 称 它 为 曲线 族 的 包 络 - 现在 产生 了 寻找 已 给 曲线 族 f(z， 
0) = 0 的 包 络 召 的 阿 题 . 我 们 先 作 些 表面 上 说 得 通 的 说 明 ， 在 
说 明 中 ， 我 们 假定 包 络 确实 存在 ,并 像 上 面 的 情形 那样 ， 它 能 作为 
相 邻 曲线 的 交点 的 轨迹 而 得 到 ， ?于 是 我 们 就 通过 下 述 途 径 来 得 


1) 因为 有 例子 家 明 后 面 这 一 般 定 限制 太 强 了 ， 我 们 即将 用 一 个 更 完全 的 讨论 来 代 
畦 这 个 似 真 性 的 讨论 
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狗 3.17 “具有 包 络 的 圆 族 


到 葛 线 f(z,y,c) = 0 和 曲线 召 的 接触 点 ， 除 了 这 条 曲线 外 ， 我 们 
还 考虑 一 条 相 邻 曲线 f(z,y,c 十 名 = 0, 找 出 这 两 条 曲线 的 交点 ， 然 
后 让 记 趋 近 于 0. 这 时 交点 一 定 趋 近 于 所 要 找 的 点 ， 在 交点 处 除了 


方程 
je 十 了 一 了 oo =0 
h 


成 立 外 ， 还 有 方程 f(x,yc 十 有 = 0 与 方程 f(x,y,c) = 0 也 成 立 . 
在 第 一 个 方程 中 ， 让 下 一 0 取 极 限 ， 由 于 我 们 假定 了 偏 微 商 fc 的 
存在 性 ， 这 就 给 出 了 关于 曲线 f(z,y,c) = 0 与 包 络 的 接触 点 的 两 
个 方程 

(ze 一 0， feliz,y,c)=0. (53) 


如 果 我 们 根据 这 些 方程 把 = 和 y 确定 为 “ 的 函数 ， 我 们 就 得 到 一 
条 以 为 参 变量 的 此 线 的 参量 表达 式 ， 而 这 条 曲线 就 是 包 绪 ， 消 去 
参 变量 , 曲线 也 能 表 成 g(z,y) = 0 的 形式 ， 这 个 方程 叫做 曲线 族 
的 判别 式 , 由 方程 qt,g = 0 给 定 的 曲线 叫做 判别 曲线 

于 是 我 们 得 到 下 述 法 则 ， 为 了 得 到 向 线 族 f(z,y,c) = 0 的 包 
络 ， 我 们 考虑 联 立方 程 组 Tc, 可 一 0 和 大人 六 全 一 和 这 全 
通过 方程 组 将 «和 v 表 为 。 的 西数 , 或 在 这 两 方 称 由 六 术 允 变 
CC 

现在 我 们 依据 包 络 作为 接触 点 的 曲线 的 定义 来 作 更 一 般 的 讨 
论 ， 而 代替 上 面 的 直观 考虑 ， 同 时 ， 我 们 要 天 清楚 在 什么 条 件 下 我 
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们 的 法 则 在 实际 上 给 出 包 络 ， 并 且 有 什么 其 他 可 能 会 出 现 . 
首先 ， 我 们 假定 B 是 包 络 ， 它 能 利用 参 变量 < 通过 两 个 连续 
可 微 函 数 
z=z(0, y= 3o) 


dr\2 dyn2 
(F) + (EE) #0 
我 们 还 假定 B 在 具有 参 变量 < 的 点 与 曲线 族 f(z,y,c) = 0 中 有 
同 参 变量 值 c 的 曲线 相 切 ， 于 是 接触 点 满足 方程 f(z,y,c) = 0. 
此 ， 如 果 我 们 在 这 个 方程 中 用 z(e) 和 yle) 代 规 > 和 gy, 则 对 区 间 
中 的 一 切 < 值 方程 仍 能 成 立 ， 关 于 e 求 微 商 ， 我 们 立刻 得 到 


dr dy 
公议 十 万 元 十 无 =0. 


表示 出 来 ， 在 这 里 


现在 相 切 的 条 件 是 


因为 量 宇 和 氏 5 与 巨 的 切线 的 方向 余弦 成 比例 , 且 量 疡 和 方 与 

族 中 曲线 jcy = 0 的 法 线 的 方向 余弦 成 比例 ， 而 这 些 方向 又 

一 定 披 此 交 成 直角 . 这 就 推出 包 络 满足 方程 f. = 0, 于 是 我 们 看 到 
了 ， 方 程 (53) 构成 了 包 络 的 一 个 必要 条 件 . 

为 了 找 出 这 个 条 件 什么 时 候 还 是 充分 的 ， 我 们 假定 由 两 个 连 

续 可 微 妖 数 z = z(c) 和 yy = y(c) 所 表示 的 曲线 BB 满足 两 个 方程 

fx,y,c}=0 和 fox, yc) 二 0. 在 大 ze] 二 0 中 我 们 再 用 zfc) 和 

y{c) 代 z 和 这 时 这 个 方程 变 成 了 c 的 恒等式 ， 如 果 我 们 关于 < 
联 艇 商 ， 并 记 着 天 一 我 们 六 各 得 习 关 大 式 

万 到 + 广 昏 =0, 
这 个 关系 式 对 所 有 的 = 成 立 ， 如 果 两 个 表达 式 
有 + 及 和 【天 ) +(2%) 
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都 在 E 的 一 点 异 于 0, 因而 在 这 点 曲线 吾 和 族 中 曲线 都 有 确定 的 
切线 ， 则 这 个 方程 说 明 包 络 与 族 中 曲线 人 彼此 相 切 . 加 上 这 些 补充 假 
定 , 我 们 的 法 则 就 不 仅 是 包 络 的 一 个 必要 条 件 而 且 也 是 包 络 的 一 个 
充分 条 件 ， 但 是 ， 如 果 产 和 记 都 为 0, 则 族 中 的 曲线 可 能 有 一 个 
奇 点 ( 见 第 256 页 ), 而 关于 曲线 的 相 切 我 们 引 不 出 任何 结论 , 

于 是 ， 在 我 们 找到 了 判别 曲线 之 后 ， 还 必须 进一步 研究 每 一 种 
情况 ， 以 便 确 定 它 是 否 确实 是 一 个 包 络 或 者 在 什么 范围 内 它 不 是 . 

最 后 ， 我 们 叙述 以 t 为 参 变量 的 、 用 参 变 方 程 


r=,0), y= Yt,e) 
形式 给 定 的 曲线 族 的 判别 曲线 的 条 件 。 这 条 件 是 
pVe — Pe = 0. 
消去 t, 从 上 曲线 族 的 参 变 量 表 示 过 渡 到 原始 表示 ， 我 们 就 能 够 立即 
得 出 这 一 条 件 . 
和 练 习 3.5b 


1. 光滑 平面 曲线 的 法 线 族 总 有 包 络 吗 ? 
2. 直线 族 
y= cr+w(e) 


满足 微分 方程 
y= 2 + yy) 


( 克 莱 罗 方程 )- 求 该 直线 族 的 包 络 的 非 参 量 方 程 ， 并 验证 它 也 一 定 
满足 此 微分 方程 . 


c. 例 


1. (< 一 扩 "十 只 = 工 正如 我 们 在 第 320 页 上 看 到 的 , 这 个 方程 
表示 中 心 在 = 轴 上 半径 为 1 的 区 族 (图 3.17). 从 几何 上 我 们 立刻 
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看 出 ， 包 络 一 定 是 由 两 条 直线 y = 1 和 y= -1 构成 的 ， 我 们 可 依 
据 我 们 的 法 则 来 验证 ， 因 为 方程 (z 一 co? 二 亚 =1 和 一 2(z 一 c) =0 
立刻 给 我 们 以 形 如 色 = 1 的 包 络 . 

2. 半径 为 1 通过 原点 的 圆 族 ， 其 中 心 一 定位 于 以 1 为 半径 以 
原点 为 中 心 的 贺 上 ， 并 由 方程 


(2 ~ cosc)* + (y — sinc)? =1, 


或 

22 二 人 一 27c08c— 2ysine=0 
给 出 .关于 c 取 微 部 即 得 zaine 一 ycose = 0. 这 两 个 方程 为 2=0 
和 yy 二 0 所 满足 ， 但是， 如 果 避 十 她 天 0, 从 我 们 的 方程 容易 推出 
sinc 二 ,cosc = 本 从 而 消去 我 们 就 得 到 ?+ 她 = 4 于 是 ， 正 
像 我 们 从 几何 直观 上 所 能 预期 的 那样 ， 我 们 的 法 则 给 出 了 半径 为 2 
以 原点 为 心 的 圆 作为 包 络 ,但 是 它 也 给 出 了 我 们 一 个 孤立 点 2 = 0， 
?一 站. 


全 已 C4 Cs 


图 3.18 具有 包 络 的 捐 物 线 族 


3. 抛物 线 族 (z 一 c)? 一 2y = 0( 见 图 3.18) 也 有 一 个 包 络 ， 这 用 
几何 直观 和 用 我 们 的 法 则 都 能 找 出 ， 就 是 > 轴 . 

4. 我 们 考虑 圆 族 (> 一 2c)? 二 咏 一 局 二 0( 见 图 3.19), 关于 c 求 
微 商 得 到 22 一 3c = 0, 代入 原 方程 我 们 找到 包 络 的 方程 为 


3 
wv 
多 一 可; 
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图 3.19 图 族 {z 一 2c)2 十 了 2 一 咱 =0 


这 是 说 ， 包 络 由 两 条 直线 
y= 蕊 * 和 y= -7 


构成 ， 原 点 是 个 例外 值 ， 它 不 是 切 点 . 


图 3.20 沫 形 线 的 一 段 弧 作为 直线 族 的 包 络 


5, 我 们 下 面 考虑 由 z 轴 和 ?9 轴 切 铀 单 位 长 度 的 直线 族 ， 如 果 
a 二 c 是 图 3.20 中 标 出 的 角 ， 则 直线 族 由 方程 


+ 人 -=1 
COSO Slim oO 
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给 出 ， 包 络 的 条 御 是 


sin co COB 丝 


—a—Y = 人 0, 
cos2a sin7e 


它 与 直线 族 的 方程 一 起 给 出 参 变量 形式 的 包 络 


£ 一 co83 or, y = sin3 a. 


洁 去 参 变 量 ， 我 们 得 到 方程 


z2/3 二 y= 1. 


这 条 曲线 叫做 星 形 线 ( 见 第 一 卷 第 四 章 习题 1, 第 485 页 ). 它 由 交 
于 四 个 尖 点 的 四 条 对 称 的 分 枝 构成 (图 3.21 和 3.22). 


图 3.21 星 形 线 图 3.22 和 坚 形 线 作为 椭 久 族 的 包 络 


6. 星 形 线 z2/3 + 32/3 = 也 作为 椭圆 族 
的 包 络 而 出 现 ， 它 们 的 半 轴 c 与 (1 一 0) 的 和 为 常量 1( 图 3.22). 

7. 曲线 族 (zf 一 co 一 态 = 0 罕 明 ， 在 某 些 情 况 下 我 们 找 包 络 的 
办 法 可 能 失败 ， 在 这 里 该 法 则 给 出 的 是 x 轴 ， 但 是 图 3.23 表明 它 
不 是 包 络 ， 它 是 赐 线 族 的 尖 点 的 轨迹 . 
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3.23 ”曲线 族 (2 一 cj2 一 六 二 0 


3.24 ”曲线 族 {2 一 c3 一 y=0 
8. 曲线 族 
(zc -y=0 


的 判别 曲线 是 > 辅 ( 见 图 3.24). 这 又 是 尖 点 的 轨迹 ， 但 是 它 与 每 条 
曲线 相声 ， 因 而 在 这 种 意义 下 必须 看 作 是 包 络 ， 
9. 环 索 曲线 族 


[22 + (ye)2l(s—2)+r=0 


( 见 图 3.25) 具有 以 包 络 加 重点 轨迹 所 构成 的 判别 曲线 . 族 中 曲线 彼 
此 是 全 等 的 ， 沿 y 轴 方 向 平行 移动 可 由 一 条 曲线 产生 出 另 一 条 曲 
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线 ， 由 微分 法 我 们 得 到 


fe=—2(y—c)(z—2) =0, 


图 3.25 环 索 线 族 图 3.26 ”三 次 粕 物 线 族 


因而 我 们 必 有 2 = 2 或 者 y = c. 然 币 直 线 = = 2 可 置 而 不 论 ， 因 为 
没有 y 的 有 限 值 对 应 于 * = 2. 因此 我 们 有 y = c. 所 以 判别 曲线 是 


z2(z — 2)+r=0. 


这 个 曲线 由 直线 = = 0 和 = = 1 构成 、 正 像 我 们 在 图 3.25 中 看 到 
的 ， 只 有 = = 0 是 包 络 ， 直 线 = = 1 通过 曲线 族 的 全 部 重点 

10. 包 络 不 必 是 相 邻 曲线 交点 的 轨迹 ， 这 由 恒 平行 的 三 次 抛物 
线 族 y-(z 一 oj? = 0 可 以 看 出 族 中 任何 两 条 曲线 锭 不 相交 . 依 上 
述 法 则 给 出 方程 大 = 3(z 一 c)? ==0, 因此 = 轴 y = 0 是 判别 曲线 
因 族 中 所 有 上 曲线 都 与 之 相 切 ， 所 以 > 轴 也 是 包 络 (图 3.26). 

11. 包 络 的 概念 使 我 们 能 对 曲线 C 的 渐 届 线 给 出 一 个 新 的 定 


义 ( 见 第 一 着 第 403 及 473 页 以 下 ). 设 C 由 


=plt), y= y(t) 
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给 出 ， 我 们 定义 C 的 浙 届 线 刀 作为 C 的 法 线 的 包 络 .因为 CC 的 
法 线 由 
{7 — y(t + {9 — POE = 


给 出 ， 包 络 可 由 关于 微分 这 个 方程 而 求 得 
0= {2— pp + {y — BOE — p24) ~ WE). 
由 这 一 方程 和 前 一 方程 我 们 得 到 包 化 的 参量 表示 


区 pp 
PD — WO 7 ry = J 
jy Pt pp 
yO to gy + rt 
其 中 
(Pp? + /2 
P= rip! pa 


表示 曲率 半径 ( 见 第 一 卷 第 399 页 ). 这 些 方程 完全 与 第 一 卷 (第 400 
页 ) 给 出 的 渐 届 线 方程 相 呵 ， 

12. 设 曲线 C 由 了 = 9 人 = (给 出 ， 我们 来 构造 中 心 在 
C 土 旦 通过 原点 0 的 那些 圆 的 包 络 E. 因为 诸 圆 由 


+ 2rp(t) — b(t) =0 
给 出 ， 所 以 五 的 方程 是 
zp (t) + yy l(t) = 


因此 ， 如 果 已 是 点 (xp(0, (有 而 8(z, 臣 是 加 的 相应 点 则 08 
垂直 于 C 在 中 点 的 切线 ， 因 为 由 定义 PQ = PO, 所 以 PO 和 PQ@ 
与 C 在 点 已 的 切线 构成 等 角 . 

如 果 我 们 把 O 想像 为 一 个 发 光 点 而 C 想像 为 一 条 反射 曲线 ， 
则 QP 是 相应 于 OP 的 反射 线 . 反射 线 的 包 络 叫做 C 关于 口 的 焦 
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散 曲线 。 焦 散 曲线 是 EE 的 渐 届 线 : 因为 中 心 在 了 的 圆 与 五 在 9 
相 切 ， 所 以 反射 线 PQ 是 E 的 法 线 ， 而 召 的 法 线 的 包 络 就 是 它 的 
浙 届 线 ， 这 正如 我 们 在 上 例 中 已 经 看 到 的 . 

例如 ， 设 C 是 一 个 通过 O 的 加 ， 则 召 是 一 个 动 锅 C' 上 的 点 
O 的 轨迹 , 动 贺 C' 与 贺 C 全 等 , 且 当 0' 与 O 重合 时 开始 在 圆 C 
上 滚动 ， 因 为 在 滚动 过 程 中 ，0O 与 0' 始终 关于 这 两 图 的 公共 切线 
对 称 . 于 是 ， EE 将 是 一 个 特殊 的 外 摆 线 ， 事 实 上 是 一 条 心脏 线 . 
( 见 第 一 卷 第 373 页 ) 因为 外 摆 线 的 浙 周 线 是 一 条 相似 的 外 控 线 ( 见 
第 一 卷 第 478 页 ), 所 坟 在 这 种 情况 下 ，C 关于 O 的 焦 散曲 线 是 一 
条 心脏 线 , 


练 习 3.5c 


1. 一 个 挑 射 体 以 初始 倾角 a 和 后 定 初速 度 v 从 原点 射出 ， 沿 
着 由 方程 


£ = {vcosa)t, 
， 1 2 
y= {vsina)t— 了 对 


所 给 出 的 抛物 线 孝道 运行 ， 其 中 9 是 代表 重力 加 速度 的 常数 . 

(a) 求 以 a 为 参量 的 轨道 族 的 包 络 ; 

(b) 证 明 在 该 包 络 的 上 方 没有 点 被 击 中 ; 

(c) 证 明 在 该 包 络 的 下 方 的 每 一 点 能 以 两 种 方式 被 击 中 ， 也 就 
是 要 证 明 每 一 个 这 样 的 点 都 位 于 两 条 抛射 线 上 . 

2. 求 下 列 曲线 族 的 包 络 : 

(a) y= cr 二 Zi 

(b) 史 = clz —o); 

{e) cz2 十 去 = 1; 

(d) (z 一 co 十 这 二 a2c?/(1 十 02), a= 常数 . 
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3. 设 C 是 平面 上 的 一 条 任意 曲线 ， 并 考虑 半径 为 了 中心 在 C 
上 的 圆 ， 证明 ， 这 些 圆 的 包 络 由 两 条 平行 于 C 而 与 C 的 距离 为 P 
的 曲线 组 成 . 

4 空间 中 的 直线 族 可 由 依赖 于 参量 上 的 两 平面 的 交 线 给 出 


alt)z + bt)y + c(t)z = 1, 
d(t)z + e{t)y + f(t}z = 1. 


证 明 ， 如 果 这 些 直线 是 某 曲线 的 切线 { 即 具有 包 络 ), 则 
a—d b-e c—f 


a ef ff 


5. 车 平面 曲线 C 是 由 z = f(t),y = 9 的 所 给 出 ， 则 它 的 配 极 

曲线 C' 定义 为 直线 族 
é¢f(t) + ng(t) = 1 

的 包 络 ， 其 中 (€, 是 流动 坐标 . 

(a) 证 明 ， C 也 是 C 的 配 极 曲线 ， 

{b) 寻求 圆 (zx 9 入 二 (9 一 后? 二 1 的 配 极 曲 线 ; 

[c c) 寻求 术 国 室 二 巡 一 1 的 配 极 曲 线 ， 

6. 一 全 半径 为 a 的 图 带 着 一 条 与 它 相 对 固定 的 切线 在 一 条 


固定 的 直线 上 滚动 ， 取 动 切 线 与 固定 直线 重合 时 的 位 置 为 极 轴 ， 证 
明 ， 切 线 的 包 络 由 


了 一 af 二 costaing ~ sind), 
一 afcos26 — sing) 


给 出 ， 其 中 8 是 动 切线 与 极 轴 的 夹 角 . 
7. 在 平面 上 ， 求 通过 固定 点 C 的 诸 贺 的 包 络 ， 这 些 圆 的 贺 心 
描 过 一 条 以 CO 为 中 心 的 二 次 曲线 . 
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8 (a) 如 果 T 是 一 条 平面 曲线 ， 而 O 是 平面 上 一 点 ， 则 CO 在 
I 的 变动 切线 上 的 正 交 投影 的 轨迹 T" 叫做 工 关于 O 点 的 垂 足 帆 
线 . 证 明 ， 如 果 点 对 描 过 则 线 T, 财 垂 足 曲线 习 是 以 向 径 OM 为 
直径 的 变 贺 的 包 络 . 

fb) 如 果 工 是 一 个 圆 , 而 O 蚌 贺 周 上 的 一 个 点 ， 则 包 络 是 什么 
样 的 ? 

9. 设 MM' 是 平行 于 椭圆 短 轴 的 椭 圈 的 变 强 ， 求 以 MM' 为 
直径 的 变 贺 的 包 络 . 


d. 曲面 族 的 包 络 


上 面 关于 曲线 族 包 络 的 论述 无 需 多 大 更 动 就 可 适用 于 曲面 族 . 
给 定 一 个 确定 在 参量 的 某 区 说 寺 的 单 参 量 曲 面 族 f(x,y, zc = 0,， 
我 们 称 一 张 曲 面 EE 是 该 曲面 族 的 包 络 ， 如 果 它 和 族 中 每 一 向 面 沿 
一 条 整个 曲线 相 切 ， 并且 ,， 进 一步， 如果 那些 在 巨 上 的 接触 曲线 形 
成 一 个 完全 枝 盖 吾 的 单 参量 曲线 族 . 

中 心 在 z 轴 上 ， 以 1 为 半径 的 全 部 球面 所 形成 的 曲面 族 就 是 
一 例 ， 从 直观 上 我 们 看 出 ， 包 络 是 以 1 为 半径 ， 以 z 轴 为 其 轴 的 贺 
柱 面 22 + 咏 一 1 = 0; 很 简单 ， 接 触 曲 线 族 就 是 以 1 为 半径 ， 中 心 
在 = 轴 上 ， 且 平行 于 zy 平面 的 贺 族 . 

正 像 第 322 页 上 一 样 ， 如 果 我 们 假定 包 络 确实 存在 ,我 们 就 能 
用 下 述 的 启发 性 的 方法 找 出 来 : 我 们 首先 考虑 相应 于 两 个 不 同 的 参 
量 < 和 ce 十 hh 的 曲面 f(z,y,z,c) =0 和 f(z,y,z,c 十 hh) 二 0. 这 两 个 
方程 确定 了 两 个 曲面 的 交 线 (我 们 明确 地 假定 这 样 一 条 交 线 存在 ). 
作为 上 面 责 个 方程 的 推论 ， 这 条 曲线 也 满足 这 第 三 个 方程 


flr, yz c+ h) — f(x, Y, 2,c) 0 


如 果 我 们 让 六 趋向 于 0, 交 线 将 趋 近 于 一 个 极限 位 置 ， 并 且 极 限 曲 
线 由 这 两 个 方程 


fz,y, 2,c) =0, fe{lz, YZ, 0) =0 (54) 


所 确定 . 在 非 严密 的 直观 意义 上 ,这 条 曲 线 常 被 看 作 族 中 相 邻 曲面 
的 交 线 . 它 是 参量 c 的 函数 ， 所 以 对 所 有 不 同 的 c 值 ， 交 线 在 空间 
中 形成 一 个 单 参量 曲线 族 ， 如 果 从 上 面 的 两 个 方程 中 消去 量 , 我 
们 就 得 到 一 个 方程 ， 称 之 为 判别 方程 . 正 像 在 第 300 页 一 样 , 我们 
能 够 证 明 ， 包 络 一 定 满足 这 个 判别 方程 . 

正 像 在 平面 曲线 的 情况 一 样 , 我 们 可 以 容易 使 我 们 自己 相信 ， 
只 要 忆 + 态 十 关头 小 和 判别 曲面 相 切 的 平面 也 同时 和 族 中 相 永 
的 曲面 相 切 . 因此， 判别 曲面 还 给 出 了 曲面 族 的 包 络 和 族 中 曲面 的 
奇 点 的 轨迹 . 

作为 第 一 个 例 ， 我 们 考虑 上面 所 到 的 球面 族 


++(s—e) 1=0. 
为 了 求 包 络 ， 我 们 有 附加 方程 
-2(z—c}=0. 


对 固定 的 c 值 ， 这 两 个 方程 显然 奏 示 在 高 z =c 处 平行 于 zy 平面 
的 以 1 为 半径 的 图， 如 果 在 这 责 个 方程 之 间 消 去 参量 c, 我 们 就 得 
到 形 如 喧 十 巡 一 1=0 的 包 络 的 方程 ， 这 是 以 1 为 半径 ， 以 > 轴 
为 轴 的 直 圆 柱 面 的 方程 . 

对 于 曲面 族 来 说 ， 求 双 参 量 曲面 族 f(z,y,z,c1,c2) =0 的 包 络 
也 是 可 能 的 . {但 是 ， 对 于 曲线 族 而 译 ， 包 络 的 概念 仅 对 单 参量 曲 
线 族 有 意义 . ) 例如 ， 我 们 考虑 所 有 以 1 为 半径 ， 中 心 在 zy 平面 上 
的 球面 ， 其 方程 为 


(tc) +(y~ ec +2 —1=0. 


直观 立刻 告诉 我 们 ， 两 个 平 商 *= 工 和 z = -1 在 每 一 点 和 族 中 某 
一 曲面 相 切 ， 在 一 般 情况 下 ， 我 们 说 E 是 双 参 量 曲面 族 的 包 络 ， 

如 果 在 五 的 每 一 点 P 曲面 吾 与 族 中 某 一 曲面 以 这 样 一 种 方式 相 
切 , 即 当中 在 五 上 变化 时 ， 相 应 于 和 吾 在 了 点 相 切 的 曲面 的 参量 


cu c2 的 信 在 c1c2 平面 上 某 一 区 域内 变化 ， 而 且 ， 不 同 的 点 (cei, c2) 
相应 于 如 上 不 同 的 点 P. 这 时 族 中 一 曲 而 和 包 络 在 一 点 相 切 ， 而 


不 是 像 前 面 那样 沿 一 条 整个 明 线 相 切 . 
在 类 似 于 平面 曲线 情况 中 所 做 的 假定 之 下 , 我 们 来 求 族 中 曲面 

与 包 络 的 接触 点 ， 如 其 存在 ， 必 满足 方程 

flz, yz c1,c2) = 0, fe (X,Y zy C1 C2) =0, 

foes (2, 2, 01,c2) = 0. 
指定 参量 的 相应 值 ， 从 这 三 个 方程 我 们 就 确定 出 族 中 给 定 曲 面 的 接 
触 点 。 反 过 来 ， 如 果 我 们 消去 参量 c1,cz, 我 们 就 得 到 包 络 必须 满足 
的 方程 . 


例如 ， 以 1 为 半径 ， 中 心 在 zy 平面 上 的 球面 族 ， 由 具有 两 个 
参数 cz 和 cz 的 方程 


f(x, Y, zc1,62) = (2 — ea)2 十 (¥ ~— c2) ?+22—1=0 
给 出 . 构成 包 络 的 法 则 给 出 两 个 方程 
fo=-275—a)=0 和 fs, = -2(y ~ ec2)=0. 


于 是 ， 关 于 判别 方程 我 们 有 22 一 1 = 0, 而 事实 上 ， 正 像 我 们 从 直 
观 上 已 经 看 到 的 ， 平 面 xz=1 和 z= 一 1 就 是 包 络 . 


练 习 3.5d 


1. 在 O 点 有 公共 中 心 ， 轴 平行 于 坐标 轴 的 有 定常 体积 { 邯 半 
轴 的 乘积 是 常数 ) 的 椭 球 面 族 的 包 络 是 什么 ? 

2. 平面 族 az+ 罗 +ez = 1 的 包 络 是 什么 , 其 中 吧 十 好 十 c 一 1? 

3. (a) 求 满足 


OP+OC+OR= 带 数 =1 


的 双 参 量 平 面 族 的 包 络 ， 这 里 P,Q@, 民 表示 平面 与 坐标 的 交点 ， 而 
O 是 原点 . 
(b) 求 满足 
OP? + OQ + OR =1 
的 平面 族 的 包 络 . 
4. 设 平面 族 由 


了 Cost 十 1aimt 十 2 一 二 


给 定 ， 其 中 上 是 参量 . 

{a) 在 柱 坐 标 (7,9,z) 中 ， 求 平面 族 包 络 的 方程 . 

tb) 证 明 包 络 由 某 曲 线 的 切线 构成 . 

5. 设 z = w(x,y) 是 管 面 的 方程 ， 管 面 即 中 心 在 >g 平面 上 的 
某 条 曲线 y = f(z) 上 而 半径 为 1 的 球面 族 的 包 络 .证 明 (ae 十 
us+1)=1. 

6. 求 切 于 三 个 球面 


Ss : (=- 3 下) ++ = 


~ 


st 


十 

ty 

站 
泛泛 


Ss:s7+P+ (2-3) = 


的 球面 族 的 包 络 . 

?7. 设 全 是 一 条 平面 曲线 ， 7' 是 一 条 在 第 311 页 习题 8 所 述 
的 垂 足 曲线 . 

(a) 设 MM 描 过 曲线 T. 以 向 径 OM 作为 直径 的 变 球面 的 包 络 
是 什么 ? 

(b) 如 果 荆 是 一 个 贺 ， O 是 圆周 上 的 一 个 点 ， 变 球面 的 包 络 
是 什么 ? 

8. 证 明 ， 晶 面 zyz = 常数 是 那 种 平面 族 的 包 络 ， 它 们 和 斜 标 
面 构成 的 四 面体 的 体积 是 常数 ( 即 截 距 的 乘积 是 常数 ). 
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9. 设 一 平面 在 运动 中 总 是 保持 切 于 抛物 线 * = 0, 人 刀 = 和 和 
y ==0, 2 = 好. 证 明 ， 它 的 包 络 由 两 个 擅 物 柱 面 所 构成 . 


3.6 ” 交 匀 微分 型 


a. 交错 微分 型 的 定义 


在 第 一 章 (第 86 页 ) 里 ， 我 们 考虑 过 三 个 自 变量 的 一 般 线 性 微 
分 型 
L = A(z,y,z)drz + Blzy,z)dy + C(xw, yy, 2)dz. (55a) 


沿 任何 有 参量 表示 式 = = p(), y = wl), z = X 的 曲线 个, 微分 
型 工 决定 了 下 式 的 值 


工 =4 宇 +B 呈 上 0 军 = AG+BV+CX (56b) 


它 依赖 于 卫 的 特定 的 参量 表示 . 如 果 了 采用 一 个 不 同 的 参量 7, 我 
们 就 得 到 
L dz 
r= 4 全 十 BY 十 CT 
dy dt 
= (4 十 天 cl 二 二) 于 
五 上 三 


一 二 页， (55c) 


然而 ， 积 分 


加 dz dy 
fr = /= (4 + BY 条 dt 


只 依赖 于 曲线 (以 及 它 的 方向 ), 而 不 依赖 于 参量 表示 . 

类 似 地 , 我 们 可 以 考虑 微分 型 ww, 它 是 dx,dy 与 dz 的 二 次 型 ， 
即 癌 是 符号 drdx, dedy, dzdz, dydz, dydy, dydz, dzdzx, dzdy, dzdz 的 
一 个 线性 组 合 ， 其 系数 都 是 ,9 z 的 函数 .在 空间 的 任何 一 个 具有 
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参量 表示 z = $s,t),y = $(5, 如 ,zz 二 X(5, 台 的 曲面 9 上 ， 微 分 型 
w 都 定义 了 w/dsdt 的 值 ， 只 要 我 们 约定 把 商 式 
dzdz drdy drdz , 
dsdt’ dsdi ' dsdt” 
分 别 理解 为 雅 可 比 行列 式 沁 
d(x, 2) d(x,y) dlz,2) 
d(s,t)' d(s,t)’ d(s,t)’ 
对 于 在 曲面 的 每 一 点 上 具有 同样 的 值 w/dsdt 的 两 个 微分 型 w, 我 
们 是 不 加 区 别 的 ， 由 于 行列 式 的 交错 特性 ， 即 
dos) _ 0 do ar) 
dts,t) ”dls,t) dlsst)” | 
我 们 看 到 ， 在 w 的 各 项 中 含有 dzdz, dydy, dzdz 的 这 些 项 没有 贡 
献 ， 而 dydzx,dzdy, qxdz 可 以 各 自 换 成 -dzdy, 一 dydz, -dzdz， 因 
此 ， dz,dy, dz 的 最 普遍 的 二 次 微分 型 可 以 写成 


w = a(lz,y, zdydz + b(z, y, zadzds + clr, y, 2)dzdy. {56a) 


微分 型 w 联系 到 -- 个 曲面 5 的 用 参量 s,t 表示 的 点 所 给 出 的 值 是 
dl(y, 2) 

Bd (ey) dl(s,t) 

d(z, £) 

ds, £) 


+ bl(ze, y, 2) 


dlz,y) 
a{s,t) 
给 3 以 不 同 的 参量 s', #', 由 雅 可 比 行列 式 的 乘法 定律 ( 见 第 282 
页 ) 我 们 得 到 

ad dy, z) 三 二 Z) 


de “sr £7) 十 了 


x 


+ clz, y, 2} (S56b) 


d(x. 1) 
Mat) aa te) 


1) 这 个 约定 构成 了 交错 佐 分 型 的 特征 ， 在 其 他 音节 里 ， 非 交 柑 的 -次 微分 型 也 问 
样 匈 到， 如 像 空间 焉 更 面 上 的 线 案 的 平方 
da? = dz?2 + dy + dz* = Edw + 2Fdudyv 4 Gd 
所 给 出 的 微分 型 就 是 其 中 之 一 〈 见 第 310 页 )， 
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de 
= Bd Nee) (56e) 


稍 后 ， 我 们 还 将 定义 二 重 积分 


hh: 


并 且 将 看 到 它 不 依赖 于 曲面 9 的 特定 的 参量 表示 . 
类 似 地 ， 我 们 可 以 考虑 dz,dy, dz 的 三 次 微分 型 w.. 这 样 一 个 
微分 型 对 应 于 任何 参量 表示 


工 二 pl7, 8, 2), y= pr, 8B, t), 2 一 X(T 如 9 | 


确定 了 w/drdsdt 的 值 ， 这 里 我 们 又 把 商 式 


dzdzdz dzdydz 
drdsdt * drdsadt ’ 


理解 为 雅 可 比 行列 式 


dx x, £) dlz,y, z) 


由 于 雅 可 比 行列 式 的 两 个 变量 便 等 时 等 于 零 , 把 两 个 变量 互 换 时 变 
号 ， 因 此 三 个 自 变量 z,y,z 的 三 次 微分 型 全 都 是 


出 一 Ga ?drdydz (56d) 


这 样 的 类 型 。 当 z,y,z 是 mst 的 函数 时 ， 我 们 得 到 微分 型 的 值 


Ld d(z, y, 2) 
Sas = (TY, 2) a ty (56e) 


继续 运用 同样 的 方式 进行 下 去 ， 我 们 能 够 定义 dz,dy,dz 的 4 
次 ，5 次 ，…“ 交 错 " 微分 型 ， 但 是 所 有 这 些微 分 型 都 恒 等 于 零 ， 
这 是 因为 我 们 所 能 组 成 的 任何 4 阶 ，5 阶 ，-… 雅 可 比 行 列 式 总 有 
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两 个 因 变 首 是 恒 等 的 ， 因 而 总 是 等 于 零 1 
练 习 3.6a 


1. 试 求 下 列 各 式 的 w/dudv: 
(a) w= Zzdydz + ydzdz + zadxdy, 
T= cosusinyv, y= siitsiny, 一 Cosv; 
(bj w= (yz)dydz + (2 — vw)dzdz + {x — ydrdy, 
=au+b, y= tev, ?= cu av; 
(c} w= dydz + dzdz + drdy, 


区 二 说 十 202 一 2uz 一 斌 一 2 


b. 微分 型 的 和 与 积 


两 个 同 次 的 微分 型 ( 即 两 个 线性 的 , 两 个 二 次 的 或 两 个 三 次 的 ) 
只 要 按 对 应 的 系数 相 如 ， 就 可 以 加 起 来 ， 例 如 ， 对 于 


wi = dydz + bidrdz + cidzdy, 


wa = cadydz + bodrdz + codrdy, 


1) 高 次 型 在 高 维 空间 中 却 有 重要 总 义 , 在 4 维 (x,y,z,4) 空间 中 , 最 一 般 的 1,2,3,4 
次 交情 微分 型 可 以 写成 


Adz + Bdy + Cdz + Ddu, (568) 
Alrdy + Baydzs + Cdzdu + Ddudz + Edzdz + Fdydu, (56g) 
Adydzdu + Bdzdudr + Cdudzdy + Ddrdydz, (56h) 
Adrdydzdu, {56i) 


其 中 系数 及 , 昌 ,… 都 是 z,3j za 的 函数 ， 这 里 ， 高 于 由 次 的 全 分 型 都 等 于 鹤 ， 
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我 们 定义 
w1 十 wa3 = (aa 十 aajdgdz + (bi + bo)dzdz 十 {cl + co)dzdy. {57a) 


我 们 可 以 定义 任何 两 个 同 次 的 或 不 同 次 的 微分 型 wi 与 wa 的 
积 ww2, 只 要 对 于 wi 与 wa 代入 它们 的 dx, dy, dz 的 表示 式 ， 并 引 
用 乘法 分 瑟 律 ， 但 应 注意 ， 在 每 一 项 中 要 保持 微分 原来 的 顺序 4 
例如 ， 两 个 线性 型 


wi = Aldx + Bidy + Cidz 5 ws = Azdx + Bzdy + Cadz 
的 积 蚌 二 次 型 
wwa = (Aidz + Bidy + Cidz)(Azdz + Bady + Codz) 
= AiAzdzdz + A1 Bodzdy + A1Csdzrdz + BiAzdydz 
+ BiBadydy + BIC2dydz + OAsdzdr (57b} 
+ CriHadzdy + CCodzdz 
= (BiCs — Ci Ba)dydz + (C1 hz — A1Cu)dzdz 
+ (A1B2 — Bi Az)drdy. 


如 果 我 们 用 “系数 向 量 ”Ri = {41, Bi,C1) 与 Ra = (A2,B2,C2) 来 
描述 微分 型 w 与 ea, 那么 积 wiws 的 系数 恰好 就 是 向 量 积 Rix Rs» 


的 分 量 ( 见 第 196 页 ). 很 清楚 ， 微分 型 的 积 是 不 可 交换 的 . 例如 这 
里 有 WIW2 一 一 上 31. 
一 次 型 
= Adr + Bdy + Cdz 
当 以 二 次 型 
wa = adydz + bdzdz + cdzxdy, 
1) 用 这 个 方式 组 成 的 积 有 时 饮用 符号 ww A wy 表示 . 
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我 们 就 同样 地 得 到 
Wiuw2 = (Adr + Bdy + Cdz)(adydz + bdzdz + cdrdy)} 


= Aadzdydz + Abdzrdzdz + Acdzdrdy 
+ Badydydz + Bbdydzds + Bedydrdy 
+ Cadzdydz + Obdzdzdz 4+ Ccdzdrdy 
= {Aa+ Bb+ Ce}ydrdydz. 【57c) 


我 们 看 到 , 在 这 种 情形 waua 的 系数 是 系数 向 量 (4, B,C) 与 (@,5,c) 
的 数量 积 ， 这 里 碰巧 有 wws = wawl， 

作 一 个 -次 型 与 一 个 三 次 型 ， 或 两 个 二 次 型 ， 或 一 个 二 次 型 与 
一 个 三 次 型 的 积 ， 都 得 到 高 于 三 次 的 微分 型 ， 因 而 都 等 于 零 ， 为 了 
完整 想见 ， 把 零 次 微分 型 定义 为 数量 a{lz,y,z) 是 方便 的 ， 霍 次 微 
分 型 a 与 任意 次 (k = 0,1,2,3) 的 微分 型 w 的 积 就 是 用 d 冬 ww 的 
每 一 个 系数 . 

容易 由 定义 看 出 ,微分 型 的 莱 法 是 适合 结合 律 的 . 例如 对 于 以 
下 三 个 线性 型 


了 ;一 4idr 十 Bidy + Cidz (i= 1,2,3) 
将 要 求 在 习题 5 中 去 证 明 
4 BB Ca 
Li (LzL3) 三 A, 也 > Ca dxdydz, (57d) 
Aa Bs Ca 


而 对 于 (LLL2)Ls. 我 们 得 到 相同 的 算 值 . 
当然 ,在 自 变量 的 个 数 多 于 三 个 的 时 候 , 就 可 以 形成 更 多 样 的 
微分 型 的 积 . 


练 习 3.6b 


1. 试 计算 下 列 的 积 ， 
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(aj (rzdz + yay) (rds — ydy); 

(b) [fz2 十 了 2)dz + 2zydyll2zyds +(z2 — ydyl; 

(ci (adz + bdy)(adydz + bdzdz + cdrdy); 

(dj (dx + dy + dz) (Adydz — drdy). 

2. 试 证 ， 对 于 zx,y,z 的 任何 一 个 一 次 型 w 有 w? = 0. 
3. 试 证 ， 对 于 三 个 变量 的 一 次 型 ,ws, 有 


(wa wa) ~ ua) = 2w2w. 
4, 试 证 ， 对 于 三 个 变量 的 一 次 型 ， 有 
(en 十 ua 十 w3 十 bd4jJ(wl — wa + wa — wa) 
一 2(w2 + wa)(w + wa). 
5. 试 证 (57d)- 
c, 微分 型 的 外 被 商 


对 于 党 次 微分 型 ， 也 就 是 对 于 数量 alzx,y,z), 根据 定义 ， 我 们 
有 
Ga = czdz 十 aydy + ordz. (58a) 


这 个 微分 型 的 系数 恰好 是 第 222 页 中 所 说 的 向 量 grade 的 分 量 . 更 
一 般 地 ， 我 们 对 于 任何 微分 型 ” 都 定义 相应 的 外 微 商 ds. 为 此 ， 
我 们 把 w 作为 一 个 和 式 写 出 ， 其 中 的 每 一 项 是 以 数量 因子 为 前 导 
的 微分 dz, dy,dz 的 一 个 溢 积 ， 并 且 把 每 个 致 重 因子 换 成 它 的 通常 
意义 下 的 微分 ， 这 样 来 组 成 外 微 商 ， 例 如 ， 对 于 一 次 型 


L= 4dz 二 Bdy + Cdz, 
我 们 求 出 对 于 dL 的 二 次 微分 型 


dL = dAdr + dBdy + dCdz = (Ardz + Aydy + Asdz)dz 
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十 (Badz + Budy + Bdz)dy + (Codr + Cydy + Codz)dz 
(58b) 


= (Cy — Bi)dydz + (A, — Cr)dzdr + (Bz — Ay)dzrdy. 
如 果 我 们 把 向 量 R= (4, B,C) 与 工 联 系 起 来 ， 我们 讨 有 这 样 一 个 
从 得意 的 半 安 。 4 的 系数 怕 好 县 的 放 朗 的 分 居 风 第 22 
页 ). 
二 次 型 
» = adydz + bdzdr + cdrwdy 
的 外 微 商 ds 是 三 次 型 
dw = dodydz + dbdzdz + dcdrdy 
~ (grdr + aydy + ardz)aydz + (bzdz + bydy + bdz)dzdr 
(58c) 
+ (crdr + cydy + czdz) drdy = (az + by + cdvdydz. 
因此 ， 如 果品 的 系数 组 成 向 量 中 = (a,b,c), 那么 dw 的 系数 就 是 数 
量 divR ( 见 第 225 页 ). 
三 次 微分 型 的 微 商 是 四 次 的 ， 因 而 等 于 霉 . 
一 个 重要 的 一 般 法 则 (“ 庞 加 莱 引 理 ”) 是 ， 任何 微分 型 的 一 次 
外 微 商 等 于 零 


ddw = 0. (58d) 


在 三 维 空间 中 ， 这 只 须 对 于 w 是 汐 次 或 一 次 的 情形 作出 证 明 . 现 
在 ， 如 果 i 是 一 个 数量 alz, 3 z), 根据 (58a,b) 我 们 有 


dw = dasds + oydy + ordz) = 0. 


这 实际 上 只 是 第 227 页 上 所 撤 述 的 法 则 的 一 种 不 同 的 表述 方式 ， 
那里 的 说 法 是 ， 对 于 任何 一 个 数量 a 都 有 curl (grad oj = 0. 类 似 
地 ， 根 据 (58b,c), 对 于 一 次 微分 型 


w= Adzx+ Bdy+ Cdz 


- 343 . 


的 倩 形 ， 我 们 得 到 
dw = dl(Cy — Bi}dydz + (As ~ Cs)dzdz + (Bs — Ay)dzdy] =0. 


这 也 不 是 什么 新 的 事实 ， 只 是 对 于 任何 向 量 五 , 法 则 div(curl R) =0 
有 效 ( 见 第 227 页 ). 

求 以 已 短 型 w 为 其 外 微 商 的 型 ~, 这 个 反问 题 是 基本 的 ， 我 们 
希望 用 一 个 适当 的 微分 型 7 把 一 个 己 知 微分 型 w 表示 成 


w = dr. (58e) 


当 这 样 一 个 表示 法 是 可 能 的 时 候 , 我 们 称 w 是 一 个 恰当 微分 或 全 
微分 对 微分 7 应 用 法 则 (59), 我 们 看 到 ， 是 一 个 恰当 微分 的 
一 个 必要 条 件 是 du = 0.2 其 实 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 就 是 说 对 于 


dw = 0, 倘若 我 们 限制 在 w 的 定义 域 4 内 一 点 (zo, yo, 20) 的 一 个 
长 方 体 邻 域内 ， 方 程 [58e) 就 有 一 个 解 . 
我 们 分 别 对 w 的 每 一 个 次 数 来 证 明 这 个 陈述 ， 如 果 w 是 一 次 
的 ， 设 | 
w= Adz + Bdy + Cdz, 


那么 ， 模 据 (58b), 条 件 dw = 0 等 价 于 关系 
Cy— B=0 A—C=0, BA,=0. (58f) 


但 是 这 恰好 是 可 积 条 件 ， 它 使 我 们 能 够 把 w 表示 成 某 个 函数 f 的 
全 微分 ， 只 要 我 们 把 点 (2,y,z) 限制 在 包含 (zo, yo,zo) 点 的 一 个 长 
方 体内 ， 或 者 (更 一 般 地 ) 一 个 单 连通 的 集合 内 { 见 第 111 页 }. 
对 于 二 次 的 w， 
w = adydz + bdzdz + cdzxdy, 

1) 疝 足 dw = 0 的 型 w 称 为 闭 的 . 

2) 我 们 总 是 假定 这 里 所 考虑 的 微分 型 具有 使 我 们 论证 成 立 所 需要 的 次 数 的 连续 的 
微 商 的 系数 ， 
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则 由 (58c) 可 见 ， 条 件 dw = 0 等 价 于 
4z 十 区 十 cz 三 0. (58g) 

假设 这 个 条 件 在 长 方 体 

lz 一 zol <rily— yol <r2, lz— zol < rs 
内 满足 ， 我 们 要 证 明 的 是 w = dr, 其 中 7 有 这 样 的 形式 

r= Adz + Bdy+ Cdz. 

这 意味 着 要 求 出 硒 数 4, B,C 使 得 

a=0,— Bb= A Cs, c= Bs A,. 


我 们 试图 选取 C 三 0 来 满足 这 些 方 程 . 那么 为 了 满足 前 两 个 方程 ， 
4 与 如 就 必须 具有 这 样 的 形式 


4(eg 相 = ata 避 + f by Ca, 


B(s,y,z) = Bz) - / ale,y, Oe. 


用 条 件 (58g), 就 得 到 


0 D a 
元 (sx 一 Ay) 一 BB 


:- 吉 4 


= —0r ~ by = C2. 


因此 Bs 一 A, - < 不 依赖 于 z， 如 果 当 z = zo 时 第 三 个 方程 e = 
Bu 一 4r 成立， 那么 它 就 对 所 讨论 的 全 部 z 都 成 立 ， 因 此 我 们 只 要 
这 样 来 确定 溺 数 alz,y) 与 B(x, 巷 , 使 得 

BT, y) 一 oy(x, y) 三 cf ¥, 20). 


例如 ， 取 。 
Ge， 幼 一 0， Alz, y) 三 f clé, Y, zo0)dét 


就 成 了 . 
最 后 ， 对 于 三 次 算 子 


出 一 afzy Wi 2) drdydz, 


条 件 dw =0 总 是 满足 的 ， 我们 要 把 w 表示 成 w = d7, 其 中 > 是 一 
个 二 次 微分 型 ， 


T = gdydz + bdzdz + cdzdy. 
根据 (58c), 这 等 于 要 求 出 函数 a,5,c, 使 得 
gz 十 妃 十 Cz 二 a 
很 明显 ， 这 里 有 一 个 解 是 - 
a(z,y,2) = b(z,y, 2) = 0, 
cx,Y, 2) = 人 alz,y, 6 人 
这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 
练 习 3.6c 


1. 试 算出 下 列 各 式 的 di: 

(a)w = arctg ¥; 

(b)w = ydz 一 rdy; 

(cw = f(z, Wdrdy; 

(d)w = 1? cosysin zdydz — zsiny sin zdzdrz 十 了 Cos zdrdy; 
(ejw = (z2 — gf?)rdydz + (12 ~ 22)ydzdr + (yy — 7 )zdrdy. 
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2. 试 证 ， 对 于 三 个 变量 的 一 次 型 有 
doaua) = widiwa 二 (duajooa. 
3. 试 证 : 三 个 变量 的 恰当 一 次 型 的 积 是 怡 当 的 . 
d. 任意 坐标 系 中 的 外 微分 型 


真 到 现在 , 我 们 总 是 把 微分 型 看 作 是 空间 笛 卡 儿 坐 标 z,y,z 的 
微分 de,dy,dz 的 交错 积 的 线性 组 合 ， 在 定义 两 个 微分 型 的 积 与 一 
个 微分 型 的 微 商 时 ， 我 们 所 使 用 的 主要 就 是 dr,dy,dz 的 型 的 这 种 
表示 法 ， 但 是 在 应 用 中 ， 交 备 定 分 型 的 用 处 依赖 于 这 样 一 个 事实 ; 
当 三 维 欧 氏 空间 使 用 的 是 任何 一 个 曲线 华 标 (www) 的 时 候 ， 这 
些 型 是 可 以 定义 的 ,而 且 可 以 用 相同 的 方式 进行 运算 . 更 一 般 地 , 
这 在 任何 一 种 非 哆 三 维 空间 或 使 用 参量 ww uw 的 流 形 上 (例如 
四 维 欧 氏 空 间 中 的 三 维 “曲面 " 上 ) 也 成 立 ,重要 的 是 , 型 的 运算 法 
能 够 通过 一 种 与 空间 的 坐标 系 无 关 的 “不 变 方法 " 来 定义 ， 而 且 得 
到 的 公式 在 每 个 坐标 系 中 看 起 来 都 相同 . 

在 这 部 分 论述 中 ， 人 们 把 三 维 空间 或 流 形 上 的 点 已 看 作 是 
独立 于 任何 坐标 系 而 存在 的 几何 对 象 .一 个 数量 f 是 点 P 的 一 个 
实 值 生 数 (也 就 是 到 实数 轴 的 一 个 映 象 )、 有 很 多 用 曲线 虚 标 
找 述 P 点 的 方法 ， 也 就 是 用 三 元 数组 (ww w), 例如 ， 朋 网 氏 空间 
中 的 直角 坐标 或 球 坐 标 . 我 们 总 是 假定 ,任何 两 种 这 样 的 举 标 系 
舌 如 vw 与 wonal 都 是 用 变换 方程 式 


wu = Glu, VB), = Wu Xe) 


联系 起 来 的 ， 其 中 办 加 X 是 连续 通 数 ， 具 有 我 们 运算 中 所 需要 用 
到 的 各 次 连续 微 商 ， 并 且 雅 可 比 行列 式 9 


1) 一 般 我 们 用 “ 流 形 "这 个 术语 农夫 n 维 欧 氏 空间 中 用 参量 形式 给 出 的 任何 mm 维 
集合 《mr < nn). 
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在 这 个 条 件 下 ，u,v,w 可 以 用 区 ,wr,w' 的 类 似 的 公式 来 表示 . 在 给 
定 的 (wv,w) 坐标 系 中 ， 一 个 数量 了 = f(P) 就 是 已 点 举 标 4,9,w 
的 一 个 函数 f(w,%,w). 在 不 同 的 坐标 系 中 ,表示 同一 数量 的 函数 一 
般 说 来 是 很 不 同 的 . 

设 C 是 流 形 2 上 用 参量 形式 P = P(t) 表示 的 一 条 曲线 ; 对 
某 个 区 间 内 的 每 一 个 实数 t, 参量 方程 联系 到 流 形 区 上 的 一 个 点 PP. 
任何 一 个 定义 在 三 上 的 数量 f{ 卫 ), 通过 复合 式 f(Prt)) 在 曲线 C 
上 产生 4 的 一 个 函数 . 如 果 这 个 函数 是 可 微 的 , 微 商 全 就 有 意义 ， 
这 个 徽 商 是 对 于 昌 线 C 及 其 参量 表示 而 定义 的 ， 不 依赖 于 流 形 区 
所 用 的 曲线 坐标 ， 在 一 个 给 定 的 坐标 系 中 ， 了 点 的 坐标 u,v,w 本 
身 都 是 晃 数 谦 = w(), 9 = wv 四, w = w(t); 而 AP 的 ) 是 由 复合 函数 
了 (wl),v(t),ww(t)) 给 出 的 ， 假 定 fm 5 w(t),v(t),wlt) 有 连续 
的 微 商 ， 我 们 由 微分 法 的 链 式 规则 求 得 二 在 特定 的 4,v,w 坐标 系 
中 所 取 的 形式 为 


En 
a Ofau Ofdv OFf dw 
dU md Hd wa 

在 芯 内 的 一 个 零 次 微分 型 是 一 个 数量 f. 一 般 的 一 次 微分 型 w 

定义 为 这 样 一 个 形式 上 的 表达 式 

N 
= Daidfs, 


i=l 


(59) 


其 中 CQ 2 "ON 万, 万 ,fy 是 已 知 的 数量 . 沿 任何 一 条 用 参 
量 上 表示 的 曲线 C, 我 们 把 w 与 + 的 函数 联系 起 来 ， 这 个 函数 记 作 
守 , 它 用 下 式 来 定义 


= 


tl1 


gle 
S| 


两 个 型 x 
ww 二 Dod 与 内 二 3 bedg 


让 1 1 一 1 


了 ) 变换 所 游 及 到 的 单 值 函数 加 区 ,X 的 特定 表示 只 需 在 局 部 上 成 立 ， 也 就 是 在 革 个 
点 的 一 个 充分 小 的 邻 域内 成 立 . 
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如 果 对 于 任何 曲线 C 与 沿 C 的 参量 ! 都 有 


那么 就 认为 是 相等 的 . 

在 一 个 特定 的 2,2,ww 举 标 对 中 w/ 呈 成 为 
ww ofdu Ofidv Bfidw 
站 = ci( 庆 天 + 瑟瑟 + 下 看) 


t=1 


~ Bf 6f 必 8 
4= 2 ,um B= abo 0= era 


是 定义 在 2 上 的 数量 .根据 我 们 的 一 次 微分 型 相等 的 定义 ， 可 以 
把 ww 写成 
w= Adu + Bdv + Odw. 


这 里 用 特定 的 坐标 系 u,v,w 表示 的 w 的 系数 4, B,C 是 唯一 确定 


的 ; 因为 如 果 我 们 把 “坐标 线 "w = tv? = 常数 ，w = 常数 ， 取 作出 
线 C, 我 们 就 得 到 


并 且 同 理 有 
7 ww 
BW 面 - 


因此 ， 在 任何 特定 的 坐标 系 wv,w 中 ， 我 们 可 以 把 w 写成 


w Ww 
w= 专电 十 + WW (60) 


其 中 去 实际 上 是 代表 沿 ww 为 常数 的 一 条 曲线 上 的 偏 微 商 ， 这 
个 公式 可 以 认为 是 链 式 法 则 (59) 从 数量 函数 7 的 微分 df 到 一 般 
的 一 次 微分 型 w 的 一 个 推广 . 
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我 们 可 以 用 完全 同样 的 方法 把 二 次 交错 微分 型 a 定义 为 这 样 
一 个 形式 上 的 表达 式 
Nn 
WW 二 asdfidg;, (61a) 
i=1 


其 中 G1L "AN; 万 … “fn; 11 "IN 是 定义 在 上 的 数量 . .在 工 
内 任何 “个 用 参量 st 表示 的 曲面 $ 上 ， 我 们 把 w 联系 到 一 一 的 


了 
这 个 值 
| 二 
一 d(fi, gi) 二 ， Os Bt 
Zh > “dl(s, dls,t) 2 Og Og: (61b) 
Gs a 


两 个 型 ” 与 w', 尽管 它们 是 册 不 同 的 数量 梢 数 来 岩 示 的 , 但 是 只 要 
它们 在 每 一 张 曲面 上 对 于 每 一 种 参数 表示 有 相同 的 值 
ww 
dsdt dsdt’ 

就 认为 是 错 等 的 . 现在 在 任何 一 个 特定 欧 坐 标 系 (wv,w) 中 ， 对 于 
两 个 数量 了 与 g, 我 们 有 

f, ff _ fle 十 fuvs + fuivs fuus + fuvr + frit 

ga 下 Sulds + Guda 十 gotpe Guut t Gud + gut 


= (fugw — fugr) vs — ves) + (fugu — fugu) Waut 一 t0tate) 
十 【Pou 一 frgu) Weve 一 Utvs), 
所 以 


ae ww) ,dw dv,v) 
dt oA) TD) Cala) 


(61c) 


其 中 
~ dlfi,g:) d(fi, 91) 
四 2 ao 3 ‘(Du)’ 
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N 
c= Ded 9. (61d) 


于 是 ， 我 们 在 (w,v,w) 系 中 可 以 把 w 写成 
w = odvdyw + bdwadu + cdudv. (61e) 


在 吓 的 这 个 表示 式 中 的 系数 a,b,c 仍然 是 唯一 确定 的 ; 它们 由 下 式 
给 出 


_ ww b= ww Ww 
而 本 
其 中 a = -一 一 的 值 是 对 于 坐标 面 v = s, w = t, 4 二 常数 而 计算 


dv i 
的 ， 与 c 类 似 地 计算 ,在 (w,v,w) 系 中 ，w 的 符号 表示 式 (61c) 


变 成 


“= i dvd + 了 Ze ps Bd t+ Ba dd (61f) 


这 与 一 次 微分 型 的 公式 (60) 相 类 似 . 3) 
在 一 张 用 参量 3,t 表示 的 曲面 上 ， 我 们 把 两 个 一 次 型 


五 = 》 oad, M = >》 bdgk (62a) 
i k 


的 积 LM 定义 为 二 次 型 w, 对 于 它 有 
w LM LM 
dsdt dsdt dds 


1) 公式 (61a, b) 对 于 使 用 参 最 41,52;-… ,tm 的 nn 锥 空间 中 的 二 次 型 仍然 有 有效， 
而 代 兰 (61c,dye,), 我 们 有 


w= bp Ajpdusdtun, (618) 
ET 
j<k 


其 中 


HF 
4 -2 Wu 一 pr (61h) 


是 容易 证 实 的 , 
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= at Db -Dt 2 m5 on 
t 天 


gl) 
= Dab 2 . (62b) 


申 此 ， 如 果 工 与 MM 由 (62a) 给 出 ， LM 就 可 以 等 同 于 二 次 型 


Lu 一 >, mbpdf,dg:. (62c) 
i 
然而 由 (62b) 给 出 的 
» _LM 
dsdt dsdt 


的 定义 是 与 通过 数量 ci, fi, bi, gs 表示 的 上 与 M 的 特定 的 表示 法 
无 关 的 ， 因 此 公式 (62c) 对 于 因子 二 与 MM 的 所 有 的 表示 法 都 一 定 
表示 同一 个 型 w= 上 M. 

由 一 次 型 产生 二 次 型 的 另 一 个 方法 是 微分 法 ， 已 知 一 次 型 


L= ,od (63a) 


我 们 可 以 不 用 任何 特定 的 坐标 系 ， 而 用 下 述 规定 来 定义 dL: 
dL 8L BL 
dsdt Bsadt Btds 


= 韦 站 站 De 


一 bp (到 HFfi Oai 学 ) 


Gs dH ds 


(63b) 


_ dlas, fi) 
-2 ad(s,t) 


1) 这 里 像 往常 一 样 M/ds, M/dt 分 别 表 示 对 于 s,t 的 “人 篇” 微 商 〈“ 常 ” 与“ 篇” 
微分 法 之 同 的 一 鞭 的 区 别 可 以 不 十 分 福 疮 ). 
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这 等 价 于 公式 
dL = 2 daidf:, (63c) 

而 且 表 明 二 次 型 dL 与 用 数量 at, 天 的 上 的 特定 表示 法 《63a 无 
关 ， 这 是 在 型 工 表 示 成 了 = hdz + Bdy + Cdz 的 特殊 情况 下 ， 工 
的 微 商 公式 (58b) 的 自然 推广 . 

在 一 种 特殊 情况 下 ， 即 当 一 次 型 过 是 一 个 全 微分 (也 就 是 二 = 
本 , 其 中 f 是 一 个 数量 ) 的 时 候 ， 我 们 从 (63c) 当然 得 到 dL = 0. 因 
此 ， 对 于 零 次 算 子 f, 下 述 法 则 有 效 

daf = 0. 
当 工 在 特定 的 空间 坐标 系 (u,v,w) 中 表示 成 标准 形式 
L= Adutt Bdv+ Cdw 

寺 ， 我 们 从 (61f) 和 (63b) 求 得 


dL = dAdu + dBadv + dCdu 
dL aL 4aL 


一 od od 十 二 4 ud 
orL oOoL 
(两 范 - 现 天 jandw 
gL dg LL 
+ ( 况 关 ~ 总 六]dodo+ (区 到- 基于)duan 


与 公式 (58b) 相符 合 . 
如 果 dL =0, 由 上 所 述 我 们 得 到 


C,HB,= A,~-C,=B,.- A.=0. 


这 说 胡 ， 在 局 部 上 存在 一 个 数量 f 使 得 及 = fu, B= hh, C= fy 
或 了 工 = 二 


最 后 ， 一 个 三 次 交错 微分 型 是 用 形式 上 的 表达 式 


N 
WW 二 Daidfidgidhs 


t=1 


(64a) 


定义 ,其 中 a;, fi, gh 是 数量 , 在 任何 一 个 空间 坐标 系 (7, s,t) 中 ， 


它 决定 下 式 的 值 


w $a dfogo ht) 
drdadt * dl(r,s,t) 


通过 特定 的 (w,v,ww) 坐标 系 ， 我 们 可 以 写成 


几 - > (fi gi h;) dW VW) VW) 
drdsdt Ce" dlu, vw) d(r,s,t) 
这 等 价 于 人 恒等式 
w = adudvdw, 
其 中 » 
Afi gi his) 1) 
“7 2 Adu, Vv， 宙 ) . 
我 们 可 以 定义 一 次 型 
了 = > ai 中 
J 二 > Ajpmdusduk um., 
zn 
™" A > hi w 
bm Hwy, Durum) duidundum 


(64b) 


{64c) 


(64d) 


(64e) 


与 二 次 型 
w= brdgeadhs 
色 


的 积 Zew 为 
Low L iw + I ww + L ww 
drdsdl ordsdt dsdtar dt drds 


Ofid(gr, he) Ofid(g9r, he) Ofi d(gp, hr) 
-2 oibt (二 dls,t) Os dalt,ry) t ae dt{r, 8} ) 


关 dfi, gk hr) 
二 DY aibk as 


这 等 价 于 公 


Tuw = aibr dfidgrdhs. {65a) 


正 像 可 以 从 工 与 w 的 表达 式 的 形式 上 的 乘法 所 能 项 期 的 一 样 当 
L 与 出 在 -- 个 给 定 的 fw 2 w) 坐标 系 中 取 标 准 形式 
L= Adu+ Badv 二 Caab， 


w= odvdw + bdwde + Cdvudv 


时 ， 其 积 就 变 成 
= (Aa + Bh- Ce)dudvdw, (65b) 
这 与 (57c) 相符 合 , 
二 次 微分 型 
Ww = Zaidgsdh: 


的 微 高， 可 以 不 依赖 于 特定 的 学 标 系 而 用 下 述 法 则 来 定义 ， 


dw 四 8 w + 9 Ww DD w 
Bad had Beddr tt Ha 
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0 ad 5 Ps a a i hs 
Sa (gi, hi) bp (gi hi) 


Br dst) * Be A "ali,r) 


‘ 


9 d(g:;, ki) 
十 Ep 2 ad{r, 2) 


这 样 ， 容 易 验 证 
do _ dlai, gi, hs) 
drdsdt 2 dfr, a,t)} “ 
所 以 ， 我 们 的 dw 的 定义 隐 舍 着 
dw = Sdaidgidh,. 
对 取 标 准 形 式 的 w 


w= odvdyw + bdwdu + cdudv 


我 们 得 到 
dw = (au + bo + cw)dudvdu. 


(66a) 


(66b) 


(66c) 


(66d) 


这 个 关于 叱 的 特殊 的 表示 式 可 以 再 一 次 用 来 ( 像 第 344 页 ) 证 明 ， 
具有 dw = 0 的 二 次 微分 型 w 是 可 以 局 部 地 表示 成 w= 虹 的 ， 其 


中 工 是 一 个 适当 的 一 效 微 分 型 . 


练 习 3.6d 


1， 在 球 忌 标 标 z = psinmbecos8b yy = psinpsin6, z = pcos# 
中 ， 取 三 个 单位 向 量 wyvw, 它们 的 方 秽 分 别 是 r,9,8 诸 线 的 方 


向 。 斌 证 : 


dX = (dz, dy, dz) = udp + vpd$ + wpsin pab. 


从 面 在 球 坐 标 系 中 求 出 了 Jo,%, 9) 的 表达 式 ,. 其 中 Vf 通过 


Vi-dX = 


来 定义 . 
3.7 ”最大 与 最 小 


a. 必要 条 件 


对 于 多 元 函数 ， 像 对 于 单元 函数 一 样 ， 微 分 法 的 一 个 非常 重要 
的 应 用 是 最 大 与 最 小 的 理论 . 

我 们 从 考虑 两 个 自 变量 z,y 的 函数 嫌 = ffz,y) 开始 函数 的 
定义 域 是 zy 平面 内 的 某 个 集合 EE. 我 们 可 以 在 zyz 空间 内 用 方程 
z 二 f(z, 加 所 确定 的 曲面 5 来 表示 函数 f. 我们 说 f{z,y) 在 它 的 
定义 域 RR 内 的 (zo. yo) 点 有 一 个 最 大 J 如果 对 于 豆 内 所 有 的 
点 (2 娘 都 有 f(zo,yo) 之 F(z, 中. 这 样 的 一 个 最 大 值 对 应 于 曲面 5 
上 的 一 个 最 高 点 .我们 说 严格 最 大 值 ， 如 果 对 于 民 内 一 切 不 同 于 
(zo: 名) 的 点 (z, 芒 都 有 flzo,y0) > fz, 四, 从 而 尔 数 的 最 大 值 只 
在 一 个 点 {zo, 名) 达到 ， 类 似 地 ， 如 果 对 于 民 内 所 有 的 点 (xz, 都 
有 fw, 扫 ) < f(z, 功 , 就 说 f(x, 在 (z1;) 点 有 一 个 最 小 , 如 
果 对 于 互 内 所 有 的 点 (z, 切 关 (z0 芒 ) 都 有 志 zl 护 ) < fz), 就 
说 f(z, 四 有 一 个 严格 最 小 . 第 121 页 的 基本 定理 保证 我 们 有 以 下 
结论 : 如 果 n 是 有 界 半 集合 ， 并 且 / 在 R 上 连续 ， 那么 a 内 存 
在 着 这 样 的 点 ， f 在 其 上 达到 最 大 ， ,并 且 也 有 这 样 的 点 ， 7 在 其 上 


作为 一 个 例子 ， 在 闭 晤 盘 zx? 十 y? < 1 上 考虑 函数 = 于 十 到 . 
这 个 曲面 $ 是 旋转 抛物 面 z = z* 十 纪 在 平面 z= 1 以 下 的 部 分 . 
这 里 函数 / 在 边界 贺 z? 十 妨 = 二 1 的 每 一 点 上 都 取 最 大 值 ， 而 在 原 
高 /有 -个 天 有 人 


了 ) 也 时 做 绝对 最 大 以 区 别 后 面 定义 的 相对 最 大 ( 极 大 )， 这 里 所 用 术语 与 单元 酚 
数 中 一 样 . 


微 积分 直接 运用 于 求 相对 极 大 或 极 小 而 非 绝 对 极 值 ， 定 义 域 
中 内 的 一 点 (xo, yo) 称 为 相对 极 大 点 ， 如 果 对 (x0,20) 点 的 一 个 充 
分 小 的 邻 域 内 的 所 有 R 的 点 (x,) 都 有 f(zo,Wo) > f(z,Y)， 在 一 
个 相对 极 大 点 上 的 值 f(zo,yn) 不 一 定 是 了 在 整个 召 上 的 最 大 值 ， 
但 是 如 果 我 们 限于 考虑 充分 接近 (zo, yo) 的 点 ， 它 就 是 7 的 一 个 最 
大 值 ， 相 对 极 小 可 以 类 伏地 定义 .每 一 个 绝对 裤 大 (小 ) 也 是 一 个 
相对 极 大 (小 ), 但 是 反 过 来 却 不 成 立 . 
例如 ， 范 数 二 = (z2 十 恋 六 一 3(22 十 妒 ), 以 开 圆 盘 
22 十 认 <4 
为 定义 域 ， 就 没有 最 大 值 ， 是 在 原点 确 有 一 个 相对 极 大 值 ， 同 
zr2 十 3 一 1 


上 的 点 都 是 最 小 点 这里， 曲面 3 是 由 曲线 z= 2 一 3 绕 z 轴 
旋转 而 产生 的 . 

对 于 更 多 个 自 变 是 的 函数 4 = f(z,y,z,…") 的 最 小 与 相对 极 小 
的 定义 完全 与 上 述 类 似 . 

我 们 将 首先 给 出 在 画 数 f(x,y) 的 定义 域 五 的 内 点 (zo,go) 上 


取 极 大 或 极 小 的 必要 条 件 ， 我 们 用 术语 “ 极 值 " 来 概括 极 大 与 极 


小 ， 现 在 设 (zo,yo) 是 函数 f(z,9) 的 定义 域 五 的 一 个 内 点 ， 而 县 
了 在 该 点 有 偏 微 商 fc{xo, yo)， fu{zo, yo). 车 要 flz, Y) 在 (x0, yo) 点 


取得 一 个 极 什 ， 就 必须 有 
f(z0,90) = 0， 卢 (zt) =0. (67a) 
条 件 (67a) 可 以 直接 由 部 知 的 一 元 西数 的 条 件 推出 。 设 
gz) = f(z,0). 


于 是 和 2) 对 于 充分 接近 xo 点 的 全 部 x 都 有 定义 ， 而 且 在 zo 有 
微 商 W(z0) = 产 (zo, 加 )， 如 果 对 于 五 内 充分 接近 {zo0,yo) 点 的 所 
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有 (z, 纺 点 都 有 flxo,yo) > zz 切 , 那么 ， 特 别 地 ， 对 于 充分 接近 
zo 的 全 部 z 都 有 dz0) > Vx)， 由 此 推出 W(xzo) = 0; 也 就 是 
亡 (zn .加 )=0. 第 二 个 必要 条 件 


fy(zo, Yo) =0 


可 以 类 似 地 证 明 . 

从 几何 上 来 看 f(x, 在 (xo,yo) 点 的 两 个 偏 微 商 等 于 零 的 
意思 就 是 曲面 z = f(zx,y) 在 (zo, 名 ,f(zo,W6)) 点 的 切 平面 平行 于 
zy 平面 ， 我 们 称 (x0, yo) 点 为 函数 f(z,y) 的 一 个 稳定 点 或 临界 
点 ， 如 果 两 个 一 次 偏 徽 商 f(zo, yo), 态 (eo; 加 ) 都 存在 而 且 都 等 于 
零 . 因此 ， 可 微 函 数 了 在 定义 域内 部 的 每 一 个 极 值 点 都 是 了 的 一 
个 临界 点 . 

同样 的 结果 适用 于 任意 多 个 自 变 量 的 隔 数 f(x,y,z,…). 这 里 
(z0, Wop, 60,'…) 称 为 了 的 稳定 点 或 临界 点 ， 如 果 全 部 一 次 偏 微 商 


fr, hy, fz ” 在 该 点 者 存在 而 且 满足 
fr(To, Wo: 20,.**) 二 由， f(zo, yo; 20,.* ") =0D, 
f(zo0, Yo, 20,""") 一 0 …. (67b) 


条 件 的 个 数 与 自 变 量 x,y,z,… 的 个 数 相等 , 我 们 可 以 把 这 些 条 件 合 
并 成 为 一 个 条 件 : 对 于 (zx,y,z,…) = (zx0, Wo;z0,…) 与 一 切 dz, dy, 
人 2 都 有 

df = frde + fydy + fodz+... =0. 


因为 方程 (67b) 的 个 数 与 未 知 数 zo,yo, zo,… 的 个 数 相同 ， 通 
常 可 以 求 得 一 定 个 数 临 界 点 ， 昌 然 这 并 非 总 是 这 样 . 另外 ， 一 个 临 
界 点 从 任何 意义 上 来 看 都 不 必 是 一 个 极 值 点 . 

作为 例子 ， 考 虑 函数 4 = zy.，(67a) 的 两 个 方程 立刻 给 出 点 
(x; 级 三 (0,0) 为 瞧 一 的 临界 点 ， 但 是 在 (0,0) 点 的 每 个 邻 域 内 ， 
函数 婚 可 以 取得 正 值 又 可 以 取得 负 值 ， 这 决定 于 (z,g) 点 所 在 的 象 


限 ， 因 此 ， 这 个 函数 在 该 点 没有 极 值 .表示 函数 & = zxy 的 曲面 在 
几何 上 是 一 张 双 曲 抛 物 面 ， 这 个 曲面 既 无 最 高 点 也 无 最 低 点 ， 但 是 
有 一 个 鞍点 在 原点 ( 见 图 3.1). 

我 们 看 到 , 一 个 可 微 函 数 的 最 大 点 与 最 小 点 或 者 落 在 函数 定义 
域 的 边界 上 ， 或 者 可 以 在 函数 的 临界 点 中 间 找 到 ， 判 别 一 个 临界 点 
是 最 大 或 最 小 需要 特别 的 讨论 . 在 第 385 页 上 我 们 将 见 到 保证 一 个 
临界 点 至 少 是 一 个 极 和 值 点 的 充分 条 件 . 

消 数 了 的 最 大 什 MM 是 于 在 它 的 定义 域 上 取得 的 全 部 值 中 


的 最 大 者 。 f 的 最 大 点 是 使 f(z,9) = M 的 那些 点 。 2 类 似 地 ， 
7 的 临界 信 或 稳定 值 是 临界 点 或 稳定 点 上 取得 的 那些 值 


b. 例 
1. 函数 
uw=Vi-22—R (w+ <1) 
有 偏 微 商 
ws 
"VI 
区 
Vi 


而 且 这 些 偏 微 商 在 原点 都 等 于 零 、 这 里 我 们 得 到 了 最 大 值 ， 因 为 对 
于 原点 附近 的 所 有 其 他 点 (z, 切 ,平方根 下 的 重 1 一 2 一 都 小 于 
它 在 原点 的 值 . 

2. 我 们 想 作 一 个 三 角形 ， 使 得 它 的 三 个 角 的 正弦 的 乘积 为 最 
大 ;也 就 是 ， 我 们 想 求 函数 


f(z,Y) = sinwsinysin(s 十 功 
1) 有 时 候 “ 燥 大 ”一 词 千 统 地 指 最 大 值 或 最 大 点 . 
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在 区 域 0< 和 rz<r0o<sgy<sm0<sz=y<Trr 上 的 最 大 值 . 
因为 了 在 这 个 区 域 的 内 部 是 正 的 ， 所 以 它 的 最 大 值 是 正 的 ， 在 区 
域 的 边界 上 ， 由 于 规定 区 域 的 不 等 式 中 至 少 有 一个 等 号 成 立 ， 所 腑 
f(z,y) = 山 因此 最 大 值 必定 在 区 域内 取得 . 

如 果 我 们 令 偏 微 桨 等于零， 就 得 到 两 个 方程 


coszsinysin(z + +sinrsinycos(z + y) = 0, 
sinzw cosysin(z + oy) + sinrsinycos(2 + y) = 0. 


因为 0O<z<r0<y<7T0<2+y < Tm, 这些 方程 给 出 
tanz = tangh 或 = 纪 如 果 我 们 杷 这 个 值 代入 第 一 个 方程 ， 我 们 
就 得 到 关系 式 sin3z = 0; 所 以 (z,9) = (3 了 , 卫 ) 是 唯一 的 稳定 点 ， 
因此 所 求 的 三 角形 是 等 边 的 . 

3. 设 记 , 记 , 已 ;是 一 个 锐角 三 角形 的 顶点 , 坐标 分 别 为 (21, 角 )， 
(zx2,V2), (23,y3). 如 果 我 们 想 求 第 四 个 点 P, 其 学 标 为 (z+, 切 , 使 得 
它 与 忆 , 忆 ,已 的 距离 之 和 为 最 小 .这 个 距离 之 和 是 x 与 &y 的 连续 
函数 ， 而 且 在 包含 这 个 三 角形 的 一 个 大 园 肉 的 某 一 点 卫 达到 最 小 
值 . 这 个 三 点 不 可 能 落 在 三 角形 的 一 个 顶点 上 ， 因 为 否则 其 他 两 
个 顶点 中 的 任何 一 个 顶点 到 它 的 对 边 的 垂 线 的 垂 足 将 有 更 小 的 距 
离 之 和 . 还 有 ， 如 果 这 个 锅 的 圆周 高 三 角形 充分 过， 那么 PP 点 也 不 
可 能 落 在 圆周 上 ， 设 距离 7; 为 
我 们 想 使 函数 

fa 人 一 mi 十 经 十 93 
取得 最 小 ， 这 个 渭 数 除 访 , 己 , 与 户 点 之 外 处 外 是 可 微 的 ， 我 们 知 
道 这 个 通 数 对 x 与 对 9y 的 偏 微 商 在 卫 点 都 必须 等 于 零 . 因此 ， 对 
f 进行 徽 分 ， 我 们 就 得 到 对 于 已 点 的 条 件 ， 


TTI [i | 
一 一 + 一 一 + 一 一 -= 让 
r1 73 73 


* 361 ， 


y— Yl + =0. 
Ty 72 rs 


根据 这 些 条 件 ， 下 面 这 三 个 平面 向 量 


(二 一 一 ) (== 2) 
Ty Pl1 72 72 


了 荆 一 了 3 yy— Ya 
(0) 
的 和 为 0. 这 些 向 量 也 都 是 单位 向 量 . 给 定 这 些 向 量 一 个 公共 的 起 
点 P, 它们 的 终点 就 形成 一 个 等 边 三 角形 ， 也 就 是 ， 每 一 个 向 量 的 
方向 到 另 一 个 向 量 的 方向 相差 2r73( 图 3.27). 由 于 这 三 个 向 量 与 从 
己 到 咏 , 囊 , 声 的 三 个 向 量具 有 一 致 的 方向 ， 这 意味 着 三 角形 的 每 
一 条 边 都 必须 在 了 点 对 着 相同 的 2r73 角 . 


图 3.27 


练 习 3.7b 


1 试 求 下 列 函 煞 的 稳定 点 ， 并 指明 其 类 型 
(3) f(x,y) = f(sinz — £/2), 

(b) f (7, = cos(z + + sin(z 一 功 ， 

(c) f(z,y) = 号， 

{d) f(x,Y) 一 YA， 


362 . 


pg 


(e) f(z,Y) = ye ”. 
2. 试 求 换 数 
(az2 + by Ye 人 


的 最 大 与 最 小 . 

3. 试 求 273 + (人 2 一 引 2 一 69 的 稳定 点 . 

4. 设 长 方 体 的 12 条 楼 的 长 度 总 和 为 a 它 的 6 个 面 的 面积 总 
和 为 a2/25. 试 求 ， 当 长 方 体 的 体积 与 其 最 短 的 楼 所 构成 的 立方 体 
体积 之 差 为 最 大 时 各 楼 的 长 度 , 

5. 试 求 函 教 


/ep = sy (+3) 


的 稳定 点 ， 并 指明 其 类 型 . 
6. 按 美国 现行 的 邮政 条 令 ， 一 个 边 长 为 zz {x < yy 如 的 
长 方形 包 衰 ， 只 有 当 2(z 二 + 仍 十 z < 100 时 才能 邮寄 ， 试 在 这 个 条 
件 下 求 可 邮寄 的 包 误 的 最 大 体积 。 [提示 ， 令 z = 100 一 2(z 十 功 -] 
7. 试 求 点 世 , 使 其 与 % 个 已 知 点 的 距离 的 平方 之 和 为 最 小 , 


c. 带 有 附加 条 件 的 最 大 与 最 小 


多 元 函数 求 最 大 与 最 小 的 问题 常常 具有 各 种 不 同 的 形式 ， 例 
如 ,我 们 可 以 在 给 定 的 曲面 gfz:2z) = 0 上 求 最 舍 近 原点 的 点 那 
么 我 们 就 要 使 阔 数 


f(z,y, 2) 二 V22 十 饶 十 说 


取得 最 小 .然而 这 里 量 2,y,z 不 再 是 三 个 独立 的 变量 ， 而 是 被 曲面 
方程 6(z,y,z) = 0 这 个 附加 条 件 所 约束 ， 这 种 带 有 附加 条 件 的 最 
大 与 最 小 ， 事 实 上 并 不 是 根本 性 的 新 问题 . 例如 在 我 们 的 例子 中 ， 
我 们 只 须 把 其 中 一 个 变量 ， 辟 如 说 x, 解 成 其 余 两 个 变量 的 范 数 ， 
问题 就 归结 为 求 两 个 自 变量 z,y 的 函数 的 稳定 值 了 . 


然而 ， 把 稳定 值 的 条 件 表 戒 对 称 形 式 ， 丽 不 偏向 于 任何 一 个 变 
基 ， 那 就 更 加 方便 ， 同 时 也 更 加 完善 . 

一 个 简单 的 典型 情形 就 是 求 两 数 f(z,y) 的 稳定 值 ， 其 中 两 个 
变量 z,y 并 不 互相 独立 ， 而 是 被 附加 条 件 


$lz,y) =0 
所 约束 ， 为 了 给 以 几何 直观 ， 我 们 首先 假定 附加 条 件 是 zy 平面 上 


一 条 没有 奇 点 的 曲线 ( 见 图 3.28), 另外 还 假定 曲线 族 fx,y) 一 “= 
常数 覆盖 着 平面 的 一 部 分 ， 如 图 3.28. 在 曲线 族 与 曲线 {zx,y) =0 


3.28 ”和 基 有 附加 条 件 首 = 0 的 了 的 极 信 


相交 的 那些 曲线 中 ,我 们 需要 找到 一 条 曲线 ， 其 对 应 的 常数 c 是 最 
大 或 最 小 、 当 我 们 描 曲 线 $(z,y) = 0 的 时 候 ， 我 们 要 穿 过 曲线 族 
f(z,9) = c; 这 时 ， 一 般 说 来 ，c 的 变化 是 单调 的 ， 一 旦 当 我 们 描 
到 < 改变 其 单调 性 的 点 上 ， 我们 可 以 预期 这 是 一 个 极 值 ， 从 图 3.28， 
我 们 看 到 这 发 生 在 曲线 族 的 一 条 曲线 与 曲线 多 = 0 相 切 处 ， 切 点 
的 坐标 (z, 切 = ,mn) 就 对 应 着 所 要 求 的 ftz,y) 的 极 值 ， 如 果 两 条 
曲线 f = 常数 与 $= 0 相 切 ， 它 们 就 有 相 桐 的 切线 ， 因 此 ， 在 点 
人 切 = 全 ,个 处 有 比例 式 


fz :=p 


成 立 ， 或 者 ， 如 果 我 们 引进 比例 常数 入, 就 有 联 立 方程 
{ 天 十 Ad = 0, 
+ 和 py = 0. 


这 两 个 方程 以 及 方程 
$(z,Y) = 0, 
可 以 用 来 决定 切 点 的 坐标 (&,n) 与 比例 常数 入. 
上 述 论证 法 有 可 能 行 不 通 的 时 候 , 例如 ， 当 页 线 9{z,y) = 0 在 
点 全 们 有 一 个 奇 点 ， 璧 如 说 像 图 3.29 中 那样 的 尖 点 时 ， 它 在 这 点 
与 曲线 f(z = < 相遇， 而 e 为 最 大 或 最 小 的 可 能 值 .不 过 ,在 这 
种 情形 ， 我 们 同时 有 


pzlé, 2) 一 0, pulé, 7) 一 峰 . 
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图 3.239 。 极 值 取 在 少 ==0 的 奇 点 上 
我 们 从 直观 上 得 到 了 下 述 法 贡 (其 证 明 将 在 下 一 小 节 中 给 出 ): 
车 要 函数 f(z,y) 在 附加 条 件 lz,4) = 0 下 在 点 (z, 切 = (全 
处 取得 可 信 , 那么 在 brtc,a) 与 te, 人 不同 对 为 的 前提 下 ,人 
全 有 个 比 创举 数 和 专 在 ,全 得 方 


flé, 7) 十 的， ) =0D 与 fulé, 好 ) 十 Mpyl€, 7) =0 (67c) 
以 及 方程 


PE, NW) = 0 (67d) 
同时 得 到 满足 . 


这 个 准则 称 为 拉 格 朗 日 不 定 乘 数 法 ,而 因子 和 称 为 拉 格 朗 晶 
科 数 . 

我 们 注意 到 这 个 法 则 给 出 的 求 量 £,% 与 的 方程 的 个 数 等 于 
未 知 数 的 个 数 . 于 是 我 们 就 把 求 极 值 点 (#,) 这 个 间 题 变 成 了 带 有 
一 个 附加 未 知 量 入 但 是 具有 完全 对 称 性 的 一 般 极 值 问题 . 

拉 格 朗 有 日 法 则 通常 表述 如 下 : 

为 了 束 硬 数 f(e, 巷 在 带 有 队 加 条 件 dr =0 下 的 概 全 有 
们 把 画 数 f(z, 如 上 be) 与 了 个 与 tm 区 无关 的 未 知 因子 》 
的 材积 并 且 写 下 这 尝 求 前 数 一 /+ 和 概 信 的 必要 条件 

fr-+Ape =0, f+ Ag = 


结 


常数 


有 加 条 件 we 要 = 0, 元 可 以 用 来 确信 生 上 的 信 标 和 人 


， 洋 ， 中 


作为 一 个 例子 ， 我 们 来 求 画 数 
w= 2y 
在 以 原点 为 中 心 的 单位 圆周 上 ， 邯 具有 附加 条 人 忻 
zx2+1 1=0 


的 极 值 ， 技 照 我 们 的 法 则 ， 把 zy 十 Xz 十 号 一切 对 z, 对 9 求 茹 
商 ， 我 们 求 得 在 稳定 点 处 ， 这 两 个 方程 


十 2A7 = 0, 
z 十 2 一 站 
要 满足 此 外 我 们 还 有 的 附加 条 件 


z2 十 认 一 1=0. 


解 出 方 称 ， 我 们 得 到 四 个 点 : 


V2 V2 
f= ?= 
=- n= 

人 D7! 

v2 V2 

= 站 二 一 人 
ec = 轨 
2 2 


前 两 个 点 给 出 函数 v = zy 的 最 大 值 4 = ,而 后 两 个 点 给 出 最 小 
值 “= .至 于 这 前 两 个 点 确实 给 出 函数 ”的 最 大 值 后 两 个 点 确 
实 给 出 通 数 的 最 小 值 一 这 个 结论 的 根据 则 在 于 这 个 事实 ， 因 为 
圆周 是 闭 集 ， 而 且 有 界 ， 所 以 毅 数 在 圆周 上 必定 达到 好 大 什 与 最 小 
值 


练 习 3.7c 


1. 试 把 3.7b 节 的 习题 6 当 作 在 附加 条 件 
2(z+2)+z= 100 


下 求 体积 的 最 天 值 的 问题 来 求解 . 

2. 试 求 函 数 z = z?9%2 在 条 件 xz 十 y= 1 下 的 最 小 值 . 

3, 试 求 函 数 z == cos7(z 十 V 在 条 件 z?+ 包 = 工 下 的 最 大 值 , 

4. 试 在 平面 上 求 一 点 龙 , 使 其 与 1 个 已 知 点 的 距 词 的 平方 和 
为 最 小 ， 附 如 条 件 为 蕊 点 在 一 给 定 的 直线 上 (与 第 3.7b 节 的 习题 
7 作 比较 ). 

5. 如 果 C = f{a,b) 是 函数 f(z,9) 在 条 件 cz, = C' 下 的 一 
个 真正 最 大 或 最 小 值 ， 求 证 ， 一 般 说 来 C= 纪 a; 檀 是 状 数 以 2 纺 
在 条 件 f(z,y) = 下 的 一 个 真正 最 大 或 最 小 值 . 
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4. 最 简单 情形 下 不 定 霓 数 法 的 证 明 


正如 我 们 能 预料 的 , 我 们 作出 不 定 乘 数 法 的 分 析 证 明 是 把 它 归 
绪 为 “自由 ” 极 值 的 已 知情 形 而 达到 的 ， 我 们 假设 在 一 个 极 值 点 处 
两 个 偏 微 商 pz(&,7) 与 和 个, 悦 不 全 为 零 ; 为 确定 起 见 ， 我 们 假设 
各 全 ,可 和 0. 于 是 , 根据 隐 函 数 定 理 (第 239 页 ), 在 这 个 点 附近 方程 
g(x,y) = 0 唯一 地 把 y 确定 为 > 的 一 个 连续 可 微 的 函数 y = g(z). 
如 果 我 们 把 这 个 表达 式 代 入 f(x, 共 , 梢 数 


flz, g(2)) 
就 必定 在 x = 点 有 一 个 自由 极 值 ， 因 此 ， 方 程 
f(z) 一 大 +fyg (2)=0 


必定 在 = = 点 成 立 ， 此 外 ， 隐 式 确定 的 函数 y = g(z) 又 恒 等 地 满 
足 关系 式 
4 十 bug (z) =0. 


如 果 我 们 用 入 = 一 户 /4s 乘 这 个 方程 ， 并 把 它 加 到 
fe 二 fg (2) 一 自 


上 去 ， 我 们 就 得 到 

f+ Adz = 0 
而 根据 X 的 定义 ， 方 程 

hh 十 Agy 一 候 


成 立 ， 这 就 证 明了 不 定 乘 数 法 . 

这 个 证 明 揭 示 了 在 人, 信 点 导数 加 与 加 不 全 为 零 的 假定 的 
重要 性 ;下 述 例子 就 说 明 ， 如 果 这 两 个 偏 微 商都 为 零 ， 这 法 则 就 不 
成 立 . 
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我 们 要 使 函数 
f(z, ny 一 了 十 [a 
在 了 任 加 条 件 
HD = -10 
下 达到 最 小 ， 在 图 3.30 中 ， 原 点 到 贰 线 (z 一 了 一 纺 = 0 的 最 短 
y 


图 3.30 曲线 {2 一 13 一 护 =0 


距离 显然 就 是 连接 原点 与 曲线 的 尖 点 S 的 线段 (我 们 容易 证 明 , 在 
以 原点 为 中 心 的 单位 图 上 再 没有 曲线 的 别 的 点 ) 点 5 的 坐标 ， 凶 
z= 二 1 与 y=0, 满足 方程 内 z, 妨 =0 与 太 +Xb =0, 不论 入 为 何 
值 都 一 样 ， 但 是 这 里 却 有 


f+ hp = 27+3N(2 一 12 一 2 天 0. 

我 们 可 以 用 咯 徽 不 同 的 说 法 来 陈述 不 定 乘 数 法 ， 这 种 说 法 特别 
便于 推广 ， 我 们 曾经 看 到 ， 丁 数 F(z, 切 在 某 一 点 的 微分 为 零 是 函 
数 在 该 点 取得 自由 极 什 的 一 个 必要 条 件 . 对 于 当前 的 问题 ， 我 们 可 
以 类 似 地 作 以 下 的 陈述 ; 

着 要 琢 数 f(x 共存 点 (6) 具有 知人 多 加 条 件 

bz) = 0 
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的 玉 信 ， 那 各 在 该 点 外 征 分 d 必须 为 学, 其 中 籁 分 中 与 中 看 人 
不 是 独立 的 ,而 是 适合 申 4 0 椎 得 的 方程 
dg@ = prdr + $ydy = 0. (67e) 


稻 设 在 点 (97) 处 微分 dz 与 dy 只 要 满足 方程 # = 0 的 时 候 
就 满足 方程 
df = fo{é,Mdz + fylé, ndy = 0. (67f) 


把 方程 (67e) 飞 以 一 个 数 并 加 到 (67f), 就 得 到 
(fz + Aps)dr + (fy + Apy)dy = 0. 


如 果 我 们 取 和 使 得 
fy t+ Xpy = 和 【67g) 


{这 在 By 冯 0 的 假定 下 是 可 以 做 到 的 }, 就 立即 推出 
(fs + Ms)dz = 0, 
而 由 于 (67e) 中 的 微分 dx 可 以 任意 选取 ， 例 如 取 它 为 1, 我 们 就 有 
fr + Aps = 0. (67h) 


友之， 关系 式 (67g,h) 对 于 任何 成立 当然 就 意味 着 df = 0 以 及 
d# =0. 


练 习 3.7d 


1. 对 于 拉 格 遍 髓 乘 数 》 与 约束 条 件 $= 0, 描述 曲面 


z= fx, + MP Y) 


e. 不 定 乘 数 法 的 推广 


我 们 可 以 把 不 定 乘 数 法 推广 到 多 个 变量 而 且 也 可 以 推广 到 多 
个 附加 条 件 - 我 们 将 考虑 一 个 特殊 情形 ， 但 这 种 情形 包含 了 所 有 本 
质 的 要 点 ， 我 们 来 求 函 数 


u = f(z,y,2,1) (68a) 
的 极 值 ， 其 中 四 个 变量 z,y,z,t 满足 两 个 附加 条 忻 
plz, t=0, VPs, yz,t) = 0. (68b) 


我 们 假设 在 点 (¢,7,5,7) 处 函数 了 取得 一 个 值 ， 这 个 值 与 所 有 满 
中 附加 条 件 的 邻近 点 上 的 值 相 比 是 一 个 极 值 ， 我 们 要 求 在 点 PP = 
(仙人 7) 的 附近 ， 有 两 个 变量 ， 岂 如 说 是 z 与 可 以 通过 方程 
{68b) 表 成 另外 两 个 变 重 (z,y) 的 函数 ， 为 要 保证 能 够 得 到 这 样 的 
解 z = g(z,3) 与 t= h(x,y), 我 们 假设 在 点 卫 处 雅 可 比 行列 式 

d($,p) _ 

d(z, | 三 br 一 (68c) 
不 等 于 零 ( 见 290 页 ). 我 们 现在 把 函数 

z 一 gt2 功 与 t= hr,y) 


代入 函数 “= jz,2 zz 四 得 到 一 个 依赖 于 两 个 自 变量 z 与 4y 的 函 
数 ， 并 且 这 个 函数 在 点 (z, 纺 = 付 , 倍 处 必须 取得 一 个 自由 极 值 ， 
也 就 是 它 的 两 个 偏 徽 商 在 该 点 处 必须 都 等 于 零 ， 因 此 这 两 个 方程 


fz+ 人 十 全 =0, [69a) 


万 十 f + 人 (69b) 


必须 同时 感 立 为 了 失 卫 加 条 件 中 和 出 在 过 蜂 轴 纲 的 四 个 人 
至 , 下 , 天， i 


gz + 3 + Pa Br (69c) 
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pz + pe + 岂 呈 {69d) 


与 
py 十 4- 末 + 四 好 0, (69e) 
Wy 十 人 了 二 山下 0, (69f) 

z Ot a 


并 且 由 这 些 方程 把 让 ， 到， 区， a 


处 各 天 所 区 是 可 能 的 ). 这 可是 

但 是 我 们 不 这 样 做 ,我们 宁愿 为 了 保持 公式 的 对 称 性 而 进行 如 
下 的 推导 ， 我 们 用 这 样 的 方法 来 决定 两 个 数 与 4, 即 在 取得 极 值 
的 点 上 两 个 方程 


fe + MAbz 十 Ha = 0, {70a) 
ft Ap t+ pe =0 (70b) 


都 满足 { 这 样 来 确定 乘 数 ^ 与 & 确实 是 可 能 的 ， 因 为 已 经 假设 了 雅 
可 比 行 列 
并 且 把 它们 加 到 方程 (69a) 上 ， 我 们 就 有 


fr + hs +t pz + (fs t+ ABs + V2) 


x + + Xt + or) =0. 
因此 ， 根 据 确定 X 与 & 的 (70a,b), 我 们 有 
fet ABs + pe = D. 


类 似 地 ， 如 果 我 们 分 别 用 和 与 上 乘 方程 (69e,), 并 且 把 它们 加 到 方 
程 (69b) 上 ， 我 们 就 又 得 到 一 个 方程 


fyt+Apy + Hwy = 0. 
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这 样 我 们 就 得 出 下 面 的 结果 ， 如 果 点 (6,7,6,7) 是 函数 f(z, 丸 站 
在 附加 条 件 


gz 2 人 二 0， (71a) 


(zt) =0 (71b) 


下 的 一 个 极 信 点 , 而 且 在 该 点 名 不 为 办, 那么 就 存在 两 个 数 


X 与 hb, 使 得 在 点 (&, 了 处 方程 


fr + Mbs + phe =0, (72a) 
hy + My + ppy = 0, (72b) 
fs + Mpz + pws = 0, (72c) 
fi + Me + pe =0, (72d) 


以 及 时 加 条 外 {riab) 才 并 
最 后 这 组 条 件 是 完全 对 称 的 ， 特 别 偏 重 于 x 与 y 两 个 变量 的 
任何 痕迹 都 不 见 了 ; 而 且 ， 如 果 我 们 假设 雅 可 比 行列 式 


Dp, Pp) (0 荔 ) . 如 (的 , ) 
afz,y d(x,2)’ * A(z,t) 


中 至 少 有 一 个 不 为 过来 代 粒 假设 守 妆 姑 0, 从 而 在 所 讨论 的 点 
的 邻 城内 ， 量 zz.t 中 有 两 个 (不 必 是 * 与 习 可 以 被 其 他 两 个 所 
表示 ， 那 么 我 们 可 以 同样 得 到 (72abyed). 对 干 我 们 的 这 些 方程 的 
这 个 对 称 性 ， 我 们 当然 是 付 了 代价 的 在 未 知 数 6, 9,r 之 外 现在 
又 增加 了 X 与 4. 这样， 代替 四 个 未 知 数 ， 我 们 现在 有 六 个 ， 由 上 
面 的 六 个 方程 来 确定 

用 完全 相同 的 方法 ,我们 可 以 陈述 并 证 明 对 于 任何 个 数 变 量 与 
任何 个 数 附加 条 体 的 不 定 乘 数 法 ， 这 个 普遍 法 则 如下 : 
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f(z1, zz，…， “, Tn) 
和 这 人 so 不 的, 时 个 委 伯 0m < 
n) 
pi1(T1, Fa, , Tr) =0, 
pa(T1, T2,° ,Tn) 一 小 


Prm{T1, 22 2 yn) =0 


所 约束 ， 我 们 就 引进 个 飞 数 AL A2， 和 nz 并 且 令 男 数 


F=f +Ap + A tt tt Ampm 


对 于 Tl Ta Tn 的 偏 微 商 (其 中 AT M2, Am 都 是 常数 ) 都 为 
直到 的 可 


连同 mm 个 附加 条 件 


$1 = 0, pz = 0,.… ,$m =0 
是 对 于 mtn 个 未 知 数 TL Ea ns Al, A2, Am 的 一 个 mtn 
个 方程 的 方程 组 这 些 方程 都 必须 在 f 的 任何 极 信和 点 上 得 到 汪 
及 ,除非 夺 读 训 处 这 中 个 族 ,各 ,Om 对 于 
Th 2 ,Tn 
1) 这 些 方程 与 对 于 辅助 函数 天 的 自由 极 值 的 方程 完全 相同. 


- 374 - 


中 任何 mm 个 变 昭 的 雅 可 比 行列 式 统统 都 等 二 鹤 ， 

我 们 注意 到 , 这 个 法 则 给 了 我 们 一 个 确定 极 值 点 的 完美 形式 的 
方法 ;然而 它 仅仅 确立 了 一 个 必要 条 件 ， 还 需要 讨论 的 是 ， 我 们 用 
不 定 乘 数 法 求 出 的 点 是 否 确 实 对 应 于 函数 的 最 大 或 最 小 .对 于 这 个 
问题 我 们 将 不 去 进行 讨论 ;因为 它 将 使 我 们 离 题 太 远 , 像 在 自由 
极 值 的 情形 一 样 ， 我 们 运用 不 定 乘 数 法 时 ， 我 们 通常 已 经 预先 知道 
在 /的 定义 域内 部 有 -- 个 根 值 点 存在. 如 果 这 个 方法 确定 出 唯一 的 
点 并 且 例外 情形 (所 有 雅 可 比 行列 式 为 零 ) 在 所 讨论 区 域内 的 任何 
地 方 都 不 发 生 ， 那 么 我 们 就 可 以 确信 我 们 确实 已 经 找到 了 极 信 点 . 


练 习 3.7¢€ 


1. 试 对 函数 = f(z,y,z) 在 条 件 入 ,9,z) = 0 下 的 最 小 值 问 
题 给 以 几何 解释 . 

2， 试 给 出 下 述 形式 的 问题 的 一 个 例子 。 f(z,y,z) 适合 条 件 
gz 0) = 0, (yz) = 0 的 极 值 ， 对 此 给 以 几何 解释 . 


处 例 


1， 作为 第 一 个 例子 ， 我 们 试图 求 阔 数 了 = z3y3z2 在 附加 条 件 
人 十 奶 十 二 下 的 最 大 值 ， 在 球面 如 十 访 十 2 二 忆 上， 因为 
它 是 一 个 有 界 的 闭 集 ， 所 以 函数 必定 达到 一 个 最 大 值 - 按照 法 则 ， 
我 们 作出 表达 式 


F= wy A + 十 2 一 c2， 
并 通过 微分 法 得 到 
2zy2z2 + 2A = 0, 
2z2yz2 + 2Ay = 0, 
2227z + 2Az = 0. 
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带 有 z==0,y=0 或 z=0 的 解 可 以 除外 ， 入 和 f 
取得 它 的 最 小 值 0. 方程 的 其 他 解 是 z? = 六 = 22, 入 = 一 x24. 利用 
附加 条 件 ， 我 们 得 到 所 要 求 的 坐标 
Xx 二 + 一 + = + 上 - 广 

让 所 有 这 些 点 处 ， 函数 达到 相同 的 值 /27, 这 就 是 最 大 值 . 
此 ， 任 何 三 个 数 都 满足 关系 式 
cc 22 十 急 十 22 
3 3 ” 
这 个 关系 表明 ， 三 个 非 负 数 2, 22 的 几何 平均 值 决 不 会 大 于 
字条 术 和 

可 以 类 似 地 对 任意 个 数 的 正 数 作出 证 明 : 几何 平均 值 决 不 会 
超过 算术 均值" 

2. 作为 第 二 个 例子 ， 我 们 将 寻求 已 知 周 长 为 23 的 三 角形 ( 它 
的 边 为 x,y,z) 的 最 大 面积 ， 按 熟知 的 海伦 公式 ， 面 积 的 平方 由 公 
式 


Wray? < 


F(z， ?， z) 一 3s(s 一 zj(s 一 WD)(s 一 2) 
给 出 ， 因 此 我 们 来 求 这 个 对 数 在 附 吉 条 件 
$=T+Yy+2z—25=0 
下 的 最 大 值 ， 其 中 x,y,z 被 不 等 式 


T>0,Yy>0,22>0, 3 十 3 之 zi TY YZ 


所 限制 。 在 这 个 闭 区 域 的 边界 上 ( 即 在 这 些 不 等 式 中 有 一 个 变 成 等 
式 时 ), 我 们 总 有 f= 0. 所 以 了 的 最 大 值 出 现在 区 域内 部 并 且 是 一 
个 极 大 值 ， 我 们 构成 函数 
F(z,y,2) = (3 — 2)(s — Y)(s —z) + A(t + y+ 2 — 2s), 
1) 其 他 的 证 法 见 第 一 卷 第 121 页 问题 13 或 第 358 页 问题 11. 
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并 通过 微 商 得 到 三 个 条 件 
—s{(s— Yy)(s—2z)+A 和 A=0, 一 5(5 一 2)(3 一 2 十 和 三 0， 
— s(s— zj(s— 人 十 入 = 0. 


令 这 三 个 式 子 相等 ， 化 简 就 得 到 z = = z = 2s/3; 就 是 说 ， 所 求 
解 是 一 个 等 边 三 角形 . 
3. 其 次 我 们 来 证 明 不 等 式 
Wy 所 ue + 3 {738)} 


其 中 必 20,uy>0a>06>0 并 且 
1 
atpa-—! 

这 个 不 等 式 当 忆 或 。 为 零 时 无 疑 是 有 效 的 ， 因 此 我 们 可 只 限 

于 考虑 * 与 v 都 不 为 堆 的 值 ， 即 ww 子 0. 如 果 对 于 一 对 数 wv 不 

等 式 成 立 ， 那么 对 于 所 有 的 数 ute,vt5( 其 中 t 是 一 个 任意 正 数 ) 不 

等 式 也 是 成 立 的 . 因此 我 们 只 沽 要 考虑 u,v 的 适合 w = 1 的 那些 

值 ， 因 此 我 们 要 证 明 ， 对 于 所 有 正 数 wv, 使 得 wv = 1 的 ， 都 有 不 

等 式 

B+ B21 

成 立 ， 

为 此 ， 我 们 求解 函数 


Te 
适合 附加 条 件 w = 1 的 最 小 值 问题 ， 显然 这 个 最 小 值 是 存在 的 ， 


而 且 在 这 样 一 点 (ww) 上 出 现 ， 其 中 避 隆 0,5 去 9. 所 以 存在 这 样 
一 个 乘 数 和 


ul MM=0 与 2 一 好 二 0. 
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分 别 用 w 与 v 乘 这 些 方程 ， 立 刻 得 到 we = 为 则 = 入 注意 到 
ww 二 1, 邵 可 见 上 而 的 结果 陷 仿 着 苹 =Y =1 所 以 

1 。 1 

去世 十 


的 最 小 信 就 是 二 十 = 1 这 就 是 说 ， 不 等 式 


1 1 
一 We 十 二 6>1 
oo 8B 


当 w= 二 1 时 已 被 证 明 . 
如 果 在 不 等 式 (73a) 中 ， 我 们 把 4 与 v 分别 换 成 


ye a 


其 中 U1 U2 UV2 Un 是 任意 的 非 负数 ， 而 县 至 少 有 一 
个 证 与 至 少 有 一 个 VY 不 是 零 ， 然后 对 t= ,2 ,Nn 求 和 ， 我 们 就 
得 到 幸 尔 德尔 不 等 式 


ws (A (73b) 
i=1 i=1 i=1 - 


这 个 不 等 式 对 于 任意 2n 个 数 wu 都 是 成 立 的 ， 只 要 
0 0 
并 且 u 不 全 为 零 、v 也 不 全 为 零 ， 与 指数 


工 
8 


柯 西 - 施 殉 茨 不 等 式 是 赫 尔 德 尔 不 等 式 当 a = 8 = 2 时 的 特殊 情 
形 . 


1 
a>0, 8>0,—++ 和 =1. 
oa 


4 最 后 我 们 在 财 则 面 


Plz yz2)=0 
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上 寻找 这 样 的 点 ， 使 得 它 与 固定 点 (#,m,6) 的 距离 为 最 小 ”如 果 昨 
离 最 小 ， 那 么 它 的 平方 也 最 小 .因此 我 们 考虑 函 教 


Flz,y,2) = (2—€) +(y— 7 + — 0) + (ry, 2). 
微分 后 给 出 条 件 
2 一 引 +Ago = 0, 2(y — + Mpy = 0, 
2(z 一 人 十 Agz = 0, 


或 者 表 成 另 一 形式 ， 

TE _ YT 

pr $y pz 
这 些 方程 说 明 ， 国 定点 导 ,”,6) 是 在 取得 极 距 的 点 (z,y,z) 处 的 曲 
面 法 线 上 。 所 以 ， 为 了 沿 一 最 短路 径 从 一 点 走向 一 个 (可 微 的 ) 曲 
面 ， 我 们 必须 沿 着 曲面 的 法 线 方向 走 . 当然 进一步 的 讨论 是 要 求 判 
定 我 们 求 得 的 是 最 大 还 是 最 小 或 什么 都 不 是 . 作为 例子 ， 可 考虑 球 
面 内 的 一 个 点 . 取得 极 契 的 点 是 在 通过 该 点 的 直径 的 两 端 ， 到 其 中 
一 端的 距离 为 最 小 ， 而 到 另 一 端的 距离 为 最 大 . 


练 习 3.7f 


1 试 求 平面 he + By + Cz =- 与 点 (0,bc) 之 同 的 最 短 下 
高 
2. 试 求 稍 贺 守 + 六 = 1 上 一 点 到 直线 z+y 一 4 一 0 的 最 长 
与 最 短 距 离 
3. 试 证 表达 式 
GT? + 2bry + cy? 
ez2 + 2fzy + gy? 
的 最 大 优等 于 对 和 的 方程 


{ac—b)— Mag—2bf +ec) + XA(eg— f°)=0 


(eg— f2>0) 
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中 的 较 大 的 根 . 

4. 计算 下 列 玫 达 式 的 最 大 值 : 

(a) + 6xy 十 3 四 + 2 7. 

TI 一 3 十 8 T+y | 

5 试 求 4a,b 的 值 ， 使 得 包含 圆 (x 一 1 十 内 = 1 在 其 内 部 的 椭 
三 + 三 二 1 有 最 小 的 面积 . 

6. 球面 2? 十 她 十 z2 = 工 上 的 哪 一 点 与 点 (1,2,3) 的 距离 为 最 
大 ? 人 全 所 22 

7. 试 在 棋 球 面 扣 + 每 + 与 1 上 求 一 点 (z,% 要 使 得 

(ai A+B+C, {b) VA2+ B+ C3 
是 一 个 最 小 值 ， 其 中 4, B,C 表示 在 (z,y,2z) 点 (其 中 z > 0,y > 0， 
z > 0) 的 切 平面 与 坐标 轴 构 成 的 截 距 . 

8. 斌 求 包含 在 椭 球 面 >2/a2 十 沪 / 沪 十 闪 /c? = 1 内 体积 最 大 的 
长 方 体 . , 

9. 试 来 包 售 在 权 加 所 + 扰 = 1 内 周 长 最 大 的 矩形 

10. 试 在 椭圆 5c2 一 6zy + 5y? = 4 上 求 一 点 ， 使 得 原点 到 该 点 
的 切线 的 距离 为 最 大 . 

11. 试 证 李 球 


CZ2 + hy: i+eca + 2dry+ 2erz +2fyz=1 


长 轴 的 长 度 ! 是 方程 


一 囊 d e 


的 最 大 实 根 . 
12. (a) 试 求 四 多 zc 适合 条 件 zf 十 妨 十 2* = 1 的 最 大 值 ， 其 
中 a,b,c,k 是 正 的 常数 ， TY;,Z 非 负 . 
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(b) 由 (a) 的 结果 ， 对 于 任何 六 个 正 数 ， 试 证 不 等 式 
WAGvmnvparve 二 vu 二 tw otbtc 
(5) (2) (FE) £ (sore) 
13. 设 及 己 户 据 是 一 个 四 四 边 形 ， 试 求 一 点 O, 使 得 它 到 五， 
已 , 户 , 的 距离 之 各 为 最 小 . 


14， 试 求 具有 最 大 面积 的 四 边 形 ， 已 知 它 的 四 条 边 的 长 度 为 
fb, c,d. 


附 录 


和 ,1 极 值 的 充分 条 件 


在 上 一 章 最 大 与 最 小 的 理论 中 , 我 们 满足 于 寻求 出 现 一 个 极 值 
的 必要 条 件 . 在 许多 实际 情形 中 ， 这 样 求 得 的 稳定 点 的 类 型 是 可 以 
通过 问题 所 具有 的 特定 性 质 来 决定 的 , 这 就 使 得 我 们 能 够 判定 它 是 
一 个 最 大 或 是 一 个 最 小 ， 然 而 有 一 个 关于 出 现 极 值 的 普遍 的 充分 
条 件 仍然 是 重要 的 . 这 样 的 判别 准则 ,将 在 这 里 对 于 两 个 自 变 量 的 
典型 情形 展开 讨论 . 

我 们 考虑 一 点 (zo,yo), 它 是 函数 的 一 个 稳定 点 ， 也 就 是 这 样 
一 个 点 ， 范 数 的 两 个 一 次 偏 微 商 在 该 处 为 零 ， 若 要 在 这 一 点 出 现 极 
值 ， 必 须 且 只 须 表达 式 


flixo 十 h, 知 十 £k) 一 flxro, yo) 


对 于 所 有 绝对 值 充分 小 的 与 具有 相同 的 符号 ， 如果 我 们 用 泰 
勒 定理 把 这 个 表达 式 展 开 到 三 次 余 项 , 并 且 利 用 方程 户 (zo, 加 ) =0 
与 f(zo, 0) 二 0. 我 们 就 得 到 


flzo + hyo + k) — f(ro, yo)} 
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=3 (2 fe + 2hkfoy + kfyy) + ep?, 


其 中 户 = 有 十 六, 而 se 当 p 趋 于 零 时 趋 于 零 . 
这 个 式 子 说 明 ， 在 点 (zo go) 的 一 个 充分 小 的 邻 域 内 ， 阔 数 差 
值 f(zo 十 有 ,go 十 如 一 了 (zo, Vo) 的 大 小 主要 是 由 表达 式 


Qh, ke) = ah? 十 2bhk + ck? 
决定 的 ， 其 中 为 了 简便 ， 我 们 令 
Q 三 万 zfzo， yo), 已 三 fry(T0, Yo0), c= fyy(zo, yo). 


为 了 研究 极 值 问 题 ， 我 们 必须 考察 这 个 h 与 上 的 二 次 齐 次 式 
或 二 次 型 Q. 我 们 假定 系数 be 不 全 为 零 ， 在 它们 全 为 零 的 例外 
情形 ,我 们 必须 把 泰勒 级 数 展开 到 更 高 次 项 ,我 们 将 不 讨论 这 个 情 
形 . 

二 次 型 @ 有 三 种 不 同 的 可 能 情形 ， 

1. 二 次 型 是 定 型 ， 这 就 是 当天 与 天 取 所 有 的 值 ， @ 的 值 
都 有 相同 的 符号 ， 而 且 只 在 六 =0 与 天 =0 时 其 值 为 零 ， 我 们 按 
它 的 符号 是 正 的 或 灸 的 而 分 别称 它 为 正定 或 负 定 . 例如 ， 表达 式 
忆 十 本 ( 即 当 a=<=18 一 0 寻 我 们 所 得 到 的 二 次 型 ) 是 正定 的 ; 
但 表达 式 一 有 十 2hk 一 2k2 = 一 (hb 一 上 2 一 是 抽 定 的 ， 

2. 二 次 型 是 不 定型 . 就 是 它 可 以 取 不 同 符号 的 值 ; 例如 @ = 
2hk, 对 于 大 = 1 上 二 1 它 取 值 为 名 而 对 于 二 一 1, 上 二 1 它 取 值 
为 一 2. 

3. 第 三 种 可 能 是 二 次 型 @ 对 于 不 同 于 有 = 0, 类 = 0 的 某 些 
入 天 的 值 取 值 为 零 ， 但 是 在 其 他 地 方 职 具有 同一 符号 的 值 ， 例 如 型 
(h 十 有)? 它 对 于 所 有 满足 二 一 的 上, 的 值 集 合 都 为 零 ， 这 样 的 

车 要 二 次 型 @@= a 避 十 2bhk 十 ck? 是 定型 ， 必 须 且 只 须 它 的 判 
别 式 ac 一 如 满足 条 件 


gece- b>0; 


如 果 a > 0( 因 此 也 有 c > 0), 它 就 是 正定 的 ;否则 它 是 负 定 的 . 
要 使 二 次 型 Q 是 不 定型 ， 必 要 且 充 分 的 条 件 是 


ac 一 妇 < 0， 
而 半 定 型 情形 的 特征 则 由 方程 
ac 一 杞 =0 


来 刻画 . 

现在 我 们 要 证 明 下 面 的 陈述 ， 如 果 二 次 型 Q(h, 上 ) 是 正定 的 . 
则 对 于 = 0 天 =0 所 达到 的 稳定 值 是 一 个 极 小 值 (一 个 严格 的 极 
小 ). 如 果 二 次 型 是 负 定 的 ， 稳定 值 就 是 一 个 极 大 值 。 如果 二 次 型 是 
不 定 的 ， 我 们 就 既 没 得 到 极 大 ， 也 设 得 到 极 小 ， 这 个 点 是 一 个 鞍 
点 . 因此 一 次 型 9 的 “ 定 ” 的 特 狂 是 一 个 关于 极 值 的 充分 条 件 ， 而 


龟 的 “不 定 ” 的 特性 排除 了 极 值 的 可 能 性 .我们 将 不 考虑 半 定 的 倩 
况 ， 因 为 这 种 情况 需要 麻烦 的 讨论 . 


为 了 证 明 第 一 个 陈述 ,我 们 注意， 如 果 @ 是 一 个 正定 型 ， 就 有 


1) 这 些 条 件 容易 推 佛 如 下 ， 在 = c = 0 的 情形 ， 必 有 有 5 关 0, 所 以 二 次 型 其 不 定 
的 ， 疡 以 判别 准则 对 这 种 情形 是 成 立 的 ， 另 外 ， 当 a 关 0 时 ， 我 们 可 以 把 二 次 型 写成 


2 _ 上 2 
oh +2bhk+ ck? =a| (h+ ok) 十 所 2 2|. 
[ra 


如 果 ca 一 B2 > 心 这 个 二 次 型 显 圾 是 定 弄 , 并 且 与 a 具有 同样 的 符号 . 如 果 ca 一 所 = 0， 
这 个 型 就 是 半 定 型 ， 它 对 于 油 足 方程 


Ah__ 
= 


的 所 有 h,k 信和 取 慎 为 等 ， 但 是 对 于 一 切 其 邮 的 hh 值 ， 它 取信 和 具有 同一 符号 ， 如 果 
ca 一 可 < 0 它 载 基 一个 不 定型 ， 当 天 一 0 与 当 十 2) = 0 时 取 不 同 符号 的 值 
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一 个 与 h,k 无 关 的 正 数 m, 使 得 1 
Q > 2m(h? + k) = 2mp’, 
因此 
fro + h, yo + k) — f(xo, yo) 
= 3Q(h,k) + ep? > (二 可 了 


如 果 我 们 现在 取 p 如 此 之 小 ,使 得 数 。 的 绝对 值 小 于 (1/2)m, 我 们 
显然 就 有 


f(zo+ bh, yo tk&) — f(ro,yo) > TP > 0. 


这 样 ， 对 于 点 (zo, yp) 的 这 个 邻 域 ， 范 数 的 值 (当然 除去 zo, 名 ) 点 
本 身 ) 就 处 处 大 于 f(zo,3%). 同样 地 ， 当 二 次 型 是 负 定时 ， 这 个 点 
就 是 极 大 点 . 

最 后 ， 如 果 二 次 型 是 不 定型 ， 那 么 就 有 一 对 值 (hi,k) 使 @ 是 
负 的 ; 而 又 有 另外 一 对 值 (hz, kz) 使 8 是 正 的 . 我 们 因此 可 以 找到 
一 个 正 数 m 使 得 


Qh1, ki1) < —2mp?, 
Q (hz, ka) > 2mp2. 


如 果 我 们 令 衣 = th 上 二 tk 02 二 有 形 十 要, 企 天 自 一 一 也 就 是 我 们 
考虑 连结 (zo0, wp) 与 (z6 + 各 ,yo 十 各) 的 线段 上 的 一 个 点 

(zo 十 ho 十 月 一 一 那么 Q(h,k) = 总 Q(B,k), Pp? = 如 pt, 因此 我 
们 就 有 

Qh,k) < 一 2mp2. 
1) 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 把 商 式 QQ(h,&)/ LR2 二 2) 看 作 是 两 个 量 
u=h/Vh2+k? 与 v=Ek/yVh?+ Rk? 
的 琐 数 ,于 是 2 十 v2 二 1, 并且 商 式 是 4 与 v 的 连续 函数 , 因此 必定 在 加 +2 十 v2 = 二 1 


上 有 一 个 最 小 值 2rm. 这 个 值 ms 显 绑 簧 足 我 们 的 条 件 ， 因 为 在 贺 上 4 与 vv 不 会 同时 等 
于 零 、 所 以 mx 决 不 等 于 零 
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这 样 ， 只 要 选取 一 个 充分 小 的 女 以 及 对 应 的 契 . 我 们 就 可 以 使 表达 
式 f{zo 二 hyo 十 避 一 了 {zo, 0) 是 负 的 . 我们 只 须 选 取 上 如 此 之 小 ， 
使 得 对 于 二 = 的 b = 礁 ! 量 。 的 绝对 值 小 于 3m. 对 于 如 的 这 
样 一 组 值 ， 我 们 有 


f {zo + h, yo + &) — flzo, yo) < —mp?/2, 


因而 哟 数值 f(zo 十 ,yo 十 k) 小 于 稳定 值 f(zxo, yo). 同样 地 , 对 于 上 = 
thz, 上 = tkz 这 一 组 值 运用 相应 的 步 怠 ， 我 们 推 知 ， 在 (zo0,yo) 点 的 
一 个 任意 小 的 邻 域内 都 存在 着 这 样 的 点 , 使 函数 的 值 大 于 f(zxo, yo). 
我 们 既 没 得 到 极 大 也 没 得 到 极 小 ， 因 而 我 们 把 它 称 为 鞍点 . 

如 果 在 稳定 点 上 a =5=c=0, 从 而 二 次 型 便 等 于 零 ， 因 而 在 
半 定 情形 ， 上 面 的 讨论 不 适用 . 若 要 对 于 这 些 情形 获得 充分 条 件 ， 
那 就 要 陷入 麻烦 的 讨论 . 

这 样 ， 我 们 就 有 了 下 述 关 于 判定 极 大 与 极 小 的 法 则 : 

人 en 全 全 


foxo yo)=0, flz0,m%)=0 


frz fuy -ff >0 
成 ,到 表 /有 一 个 术 信 . 如 果 天 :< 0( 因此 电 有 fou < 
是 一 个 级 太 ， 如 果 户 -> 0 这 就 是 一 个 要 小 . 号 一 三面, 如 果 
Jr 一 < 0, 
守 个 共 定 人 了 不 有 入 也 不 是 要 个, 下 
fz fyy 一 及 =0 
和 
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这 些 条 件 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， 必 要 条 件 六 = 如 =0 说 明 
曲面 > = f(z, 久 的 切 平 面 是 水 平 的 . 如 果 我 们 确实 有 一 个 极 值 ， 那 
么 在 所 讨论 的 这 个 点 的 邻 域内 切 平 面 不 会 与 曲面 交 尺 . 在 鞍点 的 情 
形 中 ， 与 上 面相 反 ， 切 平面 与 曲面 交叉 成 一 条 曲线 ， 该 曲线 在 这 点 
有 若干 个 分 支 . 这 种 事情 在 A.3 节 奇 点 的 讨论 之 后 将 会 更 加 清楚 . 

作为 一 个 例子 ， 我 们 求 西 数 


fz) =2 十 一 十 护 十 az 十 加 
的 极 值 ， 如 果 我 们 令 一 次 微 商 等 于 零 ， 就 得 到 方程 
2z+y+a=0, z+2y+b=0, 
它 的 解 是 z = 3(b 一 24),y = 3(a ~ 2b). 表达 式 
farfuy — fzy =3 


是 正 的 ， 因 为 fc = 2. 所 以 函数 在 所 讨论 的 点 处 有 一 个 最 小 值 . 
着 数 
fz) = (0+ 


有 一 个 稳定 点 是 原点 .这 里 表达 式 户 cj 一 2, = 0, 因而 我 们 的 判 
别 法 无 效 . 但 是 我 们 容易 看 出 ， 这 个 函数 在 这 里 没有 极 信 ， 因 为 在 
原点 的 邻 域内 这 个 函数 值 既 有 正 的 ， 也 有 人 久 的 . 

另 一 方面 ， 函 数 


f(z = (7— D+(y— 1 
有 一 个 最 小 在 点 (74, = (1,1), 虽然 在 这 里 forfyy 一 及 一 0. 因为 
fl+t hl+tR)— fF,1) = (hE) + Ek, 


而 这 个 基 当 p 关 0 时 是 正 的 . 
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练 习 A.l 


1. 试 求 下 列 函 数 的 极 值 并 定 出 其 特性 : 

(a) f(z,9) = 2 — Bzy + 太 ， 

{b) f(z.y) = cos(s + Y) + sin(? ~ Y) — 22, 

fc flx,¥) = zcoshy — Fe. 

2. 设 a) = 上天 0,9'(4) 关 0, 而 且 zy > 满足 关系 式 
(zB) (2) = ,求证 函数 f(z) 十 fF( 办 十 f(z2) 当 z=y=z=a 
时 有 一 个 最 小 值 ， 只 要 有 条 件 

& 1 0 i 
(KS - $) > 7 人 

3. 设 记忆 己 基 一 个 平面 三 角形 ， 并 且 三 个 角 都 小 于 120?. 根 
据 第 358 页 的 判别 准则 或 后 面 习 题 6 求证 ， 如 果 在 号 户 己 内 部 的 
一 点 PP 上 , 有 LPBPPs = LPBPP = LPIPB = 120°, 那么 各 数 
PP + PP + PP 是 一 个 真正 的 最 小 值 ( 参 和 着 第 361 页 例 3). 

4. 如 果 在 习题 3 中 三 角形 的 < 访 P Ps 大 于 或 等 于 120°, 试问 
和 数 PB + PB + PP 将 在 何 处 取得 最 小 值 ? 

$5. [a) 斌 证， 如 果 所 有 的 字母 都 表示 正 的 量 ， 那 么 和 式 


lis+my+nz 


在 条 件 
x ++i=o 

下 的 稳定 值 是 (ia + ma + ne)19, 其 中 9= 7 

(b) 试 说 明 最 大 值 与 最 小 值 必定 对 应 于 ?之 荆 

6. 试 把 A.1 节 中 的 研究 结果 推广 到 ” 个 变量 的 证 数 ， 证 明 以 
下 结果 ， 设 函数 f(ri,22,… ,zm) 在 其 一 个 稳定 点 zl = xz,z2 = 
2, ;Tn 一 2 【 即 在 该 点 上 上 有 fzi = frs = = fi, = 0) 的 邻 域 
内 三 次 连续 可 微 . 考虑 了 在 点 2? 的 二 阶 全 微分 


Pf = 》 fo dnidey: 


thk=1 
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这 是 变量 dz1,dr2,… ,dzn 的 一 个 二 次 型 ， 如 果 这 个 二 次 型 是 非 退 
化 的 ， 也 就 是 如 果 


0 
far “? 19 Tn 


D= #0, 


0 0 
fro, zi 0 户 


那么 噶 1? 可 以 是 (1) 正定 型 ， (2) 负 定 型 或 (3) 不 定型 ， 试 证 : 这 
些 可 能 情形 分 别 对 应 于 f 在 z 点 的 下 述 性 质 : (1 7 有 一 个 最 小 
值 ; 人 2) 了 有 一 个 最 大 值 ， (3) 了 既 不 取 最 小 也 不 取 最 大 . 

7. 考察 了 = f(z1;22,… ,Tn) 的 稳定 点 ， 其 中 变量 满足 关系 式 


pi {Ti, Ta" ,Tn) 一 0 …: ,pm{T1, TP2,*~ ° ‘Ln) = 人 0 {(m < n), (1) 
我 们 可 以 假定 已 经 求 得 变量 与 飞 数 入, 的 数值 使 得 
下 二 于 十 入 而 十 十 Am 


满足 方程 
oF BF _ 


一 一 一 0,… ,二 一 一 

Or Orn, 
并 且 各,… ,pm 对 变量 +1,… ,xm 的 雅 可 比 行列 式 不 为 等, 为 了 应 
用 习题 6 的 判别 准则 ,我 们 可 以 如 下 进行 把 zm+i,……zn 当 作 自 
变量 ， 对 (1) 进行 微分 ， 我 们 可 以 得 到 作为 zm+1,… ,zn 的 函数 的 


Zz1;"… ,wm 的 一 阶 与 二 阶 微分 ， 并 把 这 些 值 代入 


0, (2) 


f= frerdnidrpt fadr1t+ + fen drm. (3) 


[ 


试 证 下 述 第 二 法 ( 则 这 个 法 则 不 计算 二 次 微分 @z1，…' ,dm): 
把 Ti Tn 当 作 独立 变量 ， 考虑 


BF ~ DF dvidry = EF + A + + mE bm; 
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从 方程 
dg = pir dr t+ pyr drn = 0 (4 = 1,2,...,7) 


算出 dz1,… ,dznm 并 把 它们 代入 必 忆 ,这 就 得 到 变量 dz ra 
的 一 个 二 次 型 癌 下 . 如果 这 个 二 次 型 是 非 退化 的 ， 那 么 f 有 一 个 最 
小 值 、 或 一 个 最 大 值 、 或 没有 最 大 最 小 值 ， 必 然 分 别 对 应 于 呈 是 
正定 型 、 或 负 定 型 、 或 不 定型 . 

8. 在 求 函 数 了 = zl1z2…'zn 在 条 件 自 =z1+… 十 mm 一 4=0 
(a > 0) 下 的 最 大 值 问 题 中 ， 不 定 乘 数 法 给 出 了 在 点 


i 二 二 :二 Wn 二 一 


的 一 个 稳定 值 . 试用 习题 7 中 的 装 则 代替 关于 绝对 最 大 值 的 考虑 来 
说 明 六 在 这 个 点 处 有 一 个 最 大 值 . 

9, 试用 习题 7 中 的 判别 准则 证 明 : 在 周 长 为 常数 的 所 有 三 : 角 
形 中 等 边 三 角形 面积 最 大 ( 见 第 375 页 ). 


和 .2 临界 点 的 个 数 与 向 量 场 的 指数 


一 个 定义 在 有 界 闭 集 如 上 的 连续 画 数 f(z,y), 根据 我 们 的 基 
本 定理 ， 无 疑 在 民 内 有 一 个 最 大 点 和 一 个 最 小 点 如果 一 个 最 大 
或 最 小 点 (zo,%o) 是 丸 的 一 个 内 点 ， 并 且 了 在 (xo,yo) 是 可 微 的 ， 
那么 (zo,yo) 是 了 的 一 个 临界 点 . 在 某 些 情形 中 ， 这 个 结果 使 我 们 
推 知 至 少 存在 f 的 一 个 临界 点 ， 例 如 ， 如 果 集合 五 由 一 个 开 的 有 
界 集 3 以 及 它 的 边界 BB 所 组 成 ， 并 且 如 果 了 在 BB 上 是 常数 ， 又 
在 5 内 可 微 ， 那 么 f 至 少 有 一 个 临界 点 在 3 肉 、 这 正好 是 罗 尔 定 
理 ( 见 第 一 卷 第 196 页 ) 在 多 元 项 数 中 的 一 个 扩充 ， 面 且 用 同样 的 
方法 证 明 :， 了 画 数 f 有 最 天 与 最 小 点 ， 如 果 这 些 点 都 在 边界 上, 
因为 了 在 边界 上 是 常数 ， 所 以 了 的 最 大 值 与 最 小 值 相 同 ， 从 而 f 
在 5 内 是 常数 ， 也 就 是 每 一 个 5 内 的 点 都 是 临界 点 ， 因 此 ， 至 少 
有 一 个 了 的 临界 点 在 3 内. 
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在 一 元 函数 的 情形 , 有 较 多 的 关于 某 种 类 型 的 临界 点 的 个 数 的 
特殊 论断. 在 一 个 区 间 内 , 如 果 一 个 函数 的 极 大 与 极 小 交替 出 现 ， 

则 全 部 极 大 的 个 数 与 全 部 极 小 的 个 数 就 至 多 相差 1. 这 对 于 定义 在 
平面 集合 5 内 的 二 元 函数 是 不 对 的 . 但 是 无 论 如 何 存在 着 一 个 { 直 
现 上 不 明显 )R 内 全 部 极 值 点 与 鞍点 同 了 在 R 的 边界 上 的 值 之 间 的 
关系 ,为 了 确切 陈述 这 个 关系 ， 我 们 需要 考虑 了 的 梯度 场 , 并且 引 


进 关 于 一 条 闭 曲 线 对 于 一 个 向 量 场 的 指数 的 概念 ， 
假定 了 在 zy 平面 的 集合 忍 内 是 连续 的 并 且 有 连续 的 一 次 微 
次， 那么 了 在 的 每 一 点 处 决定 了 两 个 量 
d= folz,y), 4 = fylz,). (74) 


这 些 量 可 以 看 作 是 一 个 确定 的 向 量 一 一 的 梯度 的 分 量 . 五 内 
各 点 处 的 梯度 形成 一 个 向 量 场 . 豆 内 的 临界 点 就 是 梯度 等 于 零 的 
郑 些 点 ， 在 所 有 其 他 点 处 ， 梯 度 向 量 都 有 一 个 唯一 确定 的 方向 ， 例 
如 用 它 的 方向 多 


所 确定 的 方向 ， 显然 ，《 与 7 在 每 一 个 非 临界 点 处 是 (z, 切 的 连 
续 函 数 ， 我 们 可 以 令 


f= 与 17= 


t€ = cos 6, 9 = sinf, 


不 过 其 中 的 角 6 向 量 (wv) 的 倾角 一 除去 2 的 一 个 整 倍 
数 以 外 才 是 确定 的 ， 一 般 地 说 ,对 于 9 要 选择 一 个 确定 的 值 使 其 随 
(=,2 连续 变化 这 是 不 可 能 的 。 另 一 方面 ， 微 分 


udy — ydu 
t2 十 2 


vy 
0 = darctan ~— 一 


_ (uvz — watejgz 十 (ivy — Vy)dy 


2 十 名 (75) 
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对 于 五 的 每 一 个 非 临界 点 都 是 明确 地 确定 了 的 ， 
现在 设 字 是 吾 内 一 条 定向 的 闭 曲线 、 市 县 不 经 过 f 的 任何 一 
个 临界 点 ， 我 们 定义 数 
1 1 udu — vdu 


一 一- 一 一 76 
27 oo 2r je w+w (76) 


为 曲线 C 对 于 向 量 场 的 庆 加 莱 指数 , 如 果 C 由 参数 形式 


opt y= pt) (astsb) 


工 


给 出 ， 其 中 % 与 多 在 定义 区 间 的 两 端 有 同样 的 值 ， 而 且 曲线 C 的 
指向 是 对 应 于 二 增加 的 方向 ， 那 么 C 的 指数 由 积分 


1 1 uw dv vy du 
A (Fn 
给 山 ， 因 为 当 沿 着 曲线 CO 走 几 圈 后 回 到 同一 点 (z,y) 时 ， 对 应 于 
i 二 & 与 t=4b 的 9 值 只 差 一 个 27 的 整 倍数 ， 所 以 Ic 总 是 -个 整 
数 . 这 个 整数 算出 当 我 们 沿 些 线 C 指定 方向 行进 时 ， 向量 (4,v) 反 
时 针 方 向 旋转 的 图 数 2、 当然 ， 如 果 C 改变 定向 ， 那 么 无 也 就 变 
号 ， 作 为 一 个 例证 ， 考 虑 函数 


fs) = + 
这 里 梯度 
(au = (27, 2y) 


在 每 一 点 (x,9) 处 的 方向 就 是 从 原点 到 该 点 的 向 径 的 方向 ,假定 我 
们 用 的 是 右手 坐标 系 ， 对 于 一 条 不 经 过 原点 的 闭 申 线 C, 指数 


1 rdy — ydr 
f= 2 上 fF2 十 更 
就 给 出 从 原点 出 发 的 向 径 沿 曲线 C 反 时 针 旋转 的 圈 数 .这 实际 上 


就 是 第 一 卷 {第 489 页 ) 中 所 证 明 的 曲线 C 绕 原点 的 次 数 的 公式 . 
1) 为 了 定义 “指数 ”,- 向 其 场 不 必 一 定 是 梯度 场 . 


一 般 说 来 ， 在 4 与 v 不 同时 为 零 的 那些 点 处 ， 方 程 (75) 的 微 
分 8 满足 可 积 条 件 


Uz 一 ua /Uvy— Vy 
( 42 十 22 ) = 人 Tv ) ， 
这 个 条 件 可 以 直接 验证 ， 而 且 它 所 反映 的 不 过 是 这 样 一 个 关系 


(Caretan ss) J, [(asent) 


这 个 关系 不 论 函数 arctan(w/w) 的 多 值 性 也 总 是 成 立 的 . 这 样 就 可 
由 关 于 二 积分 的 基本 定理 (第 113 页 与 第 105 页) 扒 知 : 如 时 是 
忆 的 个 不 包 全 了 的 内 点 的 和 才子 入 的 边界 ,那么 Tc 一 
更 一 般 地 说 ， 考 虑 具有 数 条 闭 的 边界 曲线 吕 ,C2,… ,Ch 的 多 
连通 集合 R. 设 (z,g] 坐标 系 为 通常 的 右手 系 . 假定 每 一 条 钠 线 Cs 
的 方向 确定 如 下 ， 当 我 们 在 C: 上 按 其 指向 行进 时 ， 五 在 我 们 的 左 
这 .假设 我 们 可 以 用 适当 的 补助 弧 线 连结 各 个 Ci ( 见 图 3.31) 把 号 


图 3.31 具有 正 的 定向 边界 曲线 Ci 的 多 连 运 区 域 被 分 成 单 连 通 集 合 


分 割 成 为 一 些 单 连通 集合 Ri. 设 了 在 内 没有 临界 点 ， 那 么 


/wo 


这 里 积分 路 线 是 任何 一 个 Rx 的 边界 沿 挨 时针 方 向 ， 把 对 所 有 Rs 
的 边界 的 积分 组 成 和 数 ， 我 们 看 到 补助 纤 线 上 的 积分 消 掉 了 ， 因 而 
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我 们 得 到 


这 这 意味 着 
»》, lc, =0, (77) 


其 中 Ci 是 闭 曲 线 组 成 一 个 没有 f 临界 点 的 集合 RR 的 边界 ， 且 定 
向 使 只 在 其 左边 . 
作为 一 个 结论 我 们 得 到 这 一 定理 : 如 果 fn 的 边界 曲线 (定向 
各 上 的 ) 的 和 不 和 和 那么 有 内政 有 二 个人 
关于 吾 内 临界 点 的 个 数 的 更 为 确切 的 结果 是 可 以 得 到 的 ， 如 
果 我 们 假定 了 在 RR 内 有 连续 的 二 阶 微 商 ， 了 只 有 有 限 个 数 的 临界 
点 {zt 护 ) (zwyw), 并 县 在 每 个 临界 点 处 判别 式 


D= frzfyy 一 


不 等 于 零 ， 这 时 所 有 的 临界 点 不 是 极 大 或 极 小 (对 应 于 D> 就 
是 鞍点 (对 应 于 < f( 见 第 383 页 ). 仍 假定 如 是 被 定向 的 简单 于 
曲线 C1,C2,… ,Ca 所 围 成 的 ， 这 些 曲 线 不 道 过 f 的 任何 临界 点 . 
我 们 可 以 挖 掉 每 个 临界 点 (ze,gr) 用 曲线 yx 国 成 的 一 个 小 邻 域 . 
这 样 剩 下 的 由 曲线 C3,…, Cn,%,… ,Yn 所 图 成 的 一 个 集合 就 没有 
的 临界 点 .给 每 一 条 Ys 以 反 时 针 的 方向 ， 按 (77) 我 们 就 有 


也 
Sle- Dh,=0. (78) 
i 二 1 k=1 


现在 每 一 条 曲线 Yk 所 转 成 的 集合 内 只 有 一 -个 临界 点 ， 所 以 次 
的 指数 只 依赖 于 该 临界 点 的 类 型 , 这 就 是 我 们 将 要 证 明 的 ， 


设 ys 是 中 心 在 临界 点 (za We) 而 半径 为 7? 的 一 个 小 加 
T=2p 人 recont, y= yt 7 sint. 
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根据 泰勒 定理 ， 在 % 上 我 们 有 
u= f(T) = (TF ch) fz YE) + (Y — Ye) fry (Th, Ye) + + 
=r(acost +bsint) + O(r2), (79a) 
= fy(r,) = (To— Pe) fyolTE Ye) + (Y — Ve)fyy (Tk Yk) + 
=r(bcost + csint) + O(r2), (79b) 
其 中 我 们 令 
a = for(Tr, Ye) b= fry(Th, Yk), © = fyy(Th, yk). 


为 了 求 出 上 由 0 变 到 2x 时 向 量 (w,v) 作 道 时 针 方 向 旋转 的 次 数 ， 
我 们 注意 到 平面 上 以 (w,v) 为 坐标 的 点 ( 即 这 个 点 的 位 置 向 量 的 分 
量 是 u,v) 近似 地 描 出 具有 参数 表示 


wu=r(acost + bsint), v= rlbcost + csint) {80) 
的 椭圆 E. 这 个 椭圆 以 原点 为 中 心 并 且 有 非 参 数 方程 
(cu 一 名) 十 (ay — bu)? 一 72fac — PP)2. 


很 明显 ， 当 + 从 0 增加 到 2z 时 ， 点 (w+) 恰好 把 (80) 式 中 的 机 图 
至 描 一 图 ， 因 此 x 的 指数 不 是 +1 就 是 一 1, 这 分 别 对 应 当主 增 考 
时 巨 是 皮 时 针 或 磺 时 针 方向 .现在 很 清楚 ， 线 性 映射 


下 一 ff(ez t+ hy), v=r(bu + ey) 
把 在 ww 平面 的 加 (其 中 t 增加 的 方向 对 应 于 贺 的 反 时 针 方 向 ) 
Ucoat, v= sint 


映射 成 吾 . 由 于 曲线 的 方向 保持 或 是 反 转 对 应 于 映射 的 雅 可 比 行列 
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式 r?(ac 一 加) 的 符号 ， 我 们 看 到 恬 
I = Sgn (ac — b) = sgn [fos(rir ye) fyy(Tk; Ye) — f2, (wps ye)] 
= sgn D(ze, yy) 


由 (78) 式 就 得 到 
Di = Ssgn P(r,m). 


k=1 
正如 我 们 看 到 的 , 当 临 界 点 (zx, 5) 是 极 大 点 或 极 小 点 时 sgn D(ze, yx) 
= 十 1; 而 当 它 是 鞍点 时 sgn D(zk,gk)】 = -1 设 Mo, M1, M2 分 别 表 
未 如 内 极 小 点 ， 鞍 点 与 极 大 点 的 个 数 ， 我 们 的 结果 就 成 了 庞 加 莱 
恒等式 , 
SIo, = Mo — Mi + M2. (81) 
1 二 1 
总 之 ，/ 在 内 的 家 大 点 与 小 训 兴 线 超过 区 总数 的 大 
等 于 R 的 边界 曲线 对 于 f 的 梯度 场 的 指数 的 和 数 ， 其 中 每 条 边 
界面 线 的 定向 使 得 R 在 其 左 侧 
当 f 在 R 的 每 一 条 边界 申 线 C; 上 为 常数 时 ,这 个 结果 特别 简 
单 ， 这 时 f 的 梯度 向 量 垂 直 于 Ci{ 见 253 页 ) 并 且 具 有 Ci 的 外 法 
线 或 内 法 线 的 方向 ， 如 果 Ci 上 没有 7 的 临界 点 并 且 C 是 一 条 光 
请 的 简单 闭 曲 线 ， 那 么 梯度 的 方向 就 连续 变化 并 且 在 Ci 的 任何 一 
点 处 都 不 可 能 从 外 法 向 跳 到 内 法 向 或 从 肉 法 向 跳 到 外 法 向 . 于 是 很 
1) 这 个 结果 也 可 以 用 分 析 方 法 得 到 ， 只 知 和 注意 ， 按 公式 (79a,b) 有 


lim rk = Lin 2 dv — vdu 
hk Co 已 rp u2 十 52 


1 f/f” (ac — b>)at 
“2x ho (acost + baint)? + (bcont+ ceint)?” 


这 个 积分 可 以 算出 ( 见 第 一 卷 第 329 页 ), 其 值 为 2regn (ac 一 她). 
2) 多 于 两 个 自 变 重 多 两 歼 的 相应 的 公式 芒 是 莫 尔 斯 公式 
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明显 ， 梯 度 疝 量 沿 着 C; 完整 地 转 一 图 ， 与 梯度 向 量具 有 国定 夹 角 
的 Ci 的 切线 向 量 也 沿 同样 方向 转 一 圈 ， 因 此 当 Ci 具有 反 时 针 方 
向 时 ， yc, = +H1 当 Ci 具有 有 顺 时 针 方向 时 ， Ice, = 1. 容易 看 出 ， 
根据 我 们 关于 五 的 边界 曲线 的 定向 的 约定 ， 一 条 边界 曲线 Ci, 当 
它 是 组 成 吾 的 一 个 不 连通 部 分 的 外 边界 时 , 它 具 有 反 时 针 方 向 ; 当 
它 围 成 站内 的 一 个 “ 洞 (hole)” 时 , 它 具 有 有 顺 时 针 方向 ( 见 图 3.31). 
由 此 推 知 ， 对 于 在 边界 曲线 上 为 常数 的 f, 有 恒等式 


Mo — M+ M2= No—N, (82) 


其 中 No 是 R 的 连通 部 分 的 块 数 ， Ni 是 忆 内 全 部 洞 的 个 数 (下 的 
“连通 数 ") 

作为 例子 ， 取 RR 是 加 盘 的 情形 、 这 里 No = 1, Ni = 0, 因此 对 
于 在 边界 上 为 常数 的 了 便 有 


Mo — Mi + M2 = 1. 
下 人 在 过 永和 区 部 人 办 上 
Mot Mi+ Ma=1+2M, 
这 是 一 个 奇数 . 此 外， 如 果 f 的 极 值 点 的 个 数 Mo Mz 超过 1， 那 
么 在 a 内 至 少 有 一 -个 较 点 ， 
对 于 一 -个 圆 环 ， 我 们 有 


因此 ， 对 于 在 每 一 条 边界 曲线 上 为 常数 的 了 便 有 
Mo— Mi+ M2=0. 


试看 f 在 两 条 边界 曲线 上 有 同一 常数 值 的 情形 .这 时 f 或 者 处 处 
是 常数 或 者 在 RR 的 内 部 达到 它 的 最 大 或 最 小 ， 如 果 我 们 假定 了 只 
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有 一 个 使 得 fczfyy 一 并 , 闫 0 的 临界 点 ，f 为 常数 的 情况 就 被 排除 
了 .由 此 得 到 Mo + Mi > 0, 于 是 M1 > 0. 因此 ， 一 个 在 回环 上 
外 西数, 如 果 它 在 边 界 上 处 外 等 队 那么 在 网 环 内 部 到 少 有 


人 全 oa 一 才 50 的 临界 
练 习 A.2 


1. 试 举 一 个 原点 是 奇 点 的 连续 函数 了 的 例子 ， 使 其 奇 点 的 指 
数 为 

(a) 一 1 

(b) —2; 

[c) 一 n, 其 中 n 是 -一 个 自然 数 ， 

2. 试 举 一 个 原点 是 奇 点 的 函数 f 的 例子 , 不 要 求 它 是 连续 的 ， 
但 使 其 奇 点 的 指数 为 : 

(3) 2; 

(b) ”% 其 中 n 是 一 个 自然 数 . 

3. 设 忆 是 zy 平面 内 由 一 条 具有 连续 转动 切线 的 财 的 凸 曲线 
围 成 的 是 区 域 ， 又 设 


t= f(z,D), 7= 9(2,Y) 


是 一 个 ER 到 其 自身 的 连续 可 微 映射 试 证 ”部 内 至 少 有 一 个 “不 
动 点 ”, 即 RR 内 存在 一 点 (z, 奶 使 得 


2 = fr,y, y= g(%,. 


n 维 空 间 中 类 似 的 不 动 点 定理 是 属于 布 劳 威 尔 {Brouwer) 的 . 人 { 提 
不 : 考虑 分 量 为 =: flz,y) 一 站 ,2 一 g(r, y) 一 区 的 向 量 场 . ] 


A.3 平面 曲线 的 奇 点 


在 第 256 页 上 我 们 看 到 、 通 常 一 条 曲线 flz, = 0 在 一 点 
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(z, 幼 二 (Zoo) 是 一 个 奇 点 ， 当 在 这 点 有 这 样 三 个 方程 
flxo,yo) =0, filxo,yo)=0, 万 (ro 加) =0 


成 立 ， 为 了 系统 地 研究 这 些 奇 点 ， 我 们 假定 函数 Fz, 雪 在 (xo, yo) 
的 邻 域内 有 直到 二 阶 的 连续 微 商 , 并 有 旦 二 次 微 商 在 该 点 不 全 为 零 
按 泰 勒 级 歼 展 开 到 二 阶 项 ， 我 们 得 到 曲线 的 方程 形 如 


2f {2,Y) = — wo) fro (x0, Yo) + 2 — To) — Ho) fey (20, tp) 
+ (y — yo) fyv{x0; Yo) + ep? = 0, 

其 中 户 =(z 一 x0? 十 人 y 一 加 )>, 且 当 p 趋 于 零 时 趋 于 零 . 

应 用 参量 t, 我 们 可 以 把 通过 点 (x6, yo) 的 一 般 直 线 方 程 写成 这 
样 的 形式 : 

TT—wo=at, gy— y= 以, 

其 中 a 与 5 是 两 个 任意 常数 ， 我 们 可 以 假定 是 按 o 十 育 = 1 选取 
的 ， 为 了 确定 这 条 直线 与 曲线 f{z, 胃 = 0 的 交点 ， 我 们 把 这 两 个 
表达 式 代 入 上 面 对 于 f(zx,2) 的 展开 式 ， 这 样 ， 对 于 交点 ， 我 们 就 


得 到 方程 
Ga 人 2 所 =- + Dabt? fry + Be? fy + et = 0. 


第 一 个 解 是 t=0, 即 点 (zo, 加 ) 本 身 ， 这 是 显然 的 ， 值 得 注意 
的 是 ， 方 程 的 左边 是 可 以 被 共 除 尽 ， 因 此 t = 0 是 方程 的 一 个 二 
重 根 . 根据 这 个 理由 ， 奇 点 有 时 候 也 称 为 曲线 的 二 重点 . 如 果 我 们 
约 去 因子 达 , 便 得 到 方程 

a fo 十 2o5 广 ， 十 Bf +e=0, 

我 们 现在 讨论 前 面 说 的 那 条 曲线 是 否 可 能 与 这 曲线 有 别 的 交 

点 ， 该 点 当 这 直线 趋 于 某 个 特定 位 置 时 趋 于 (zo, #0). 一 条 出 线 的 


这 样 一 个 极限 位 置 ， 我 们 当然 叫做 一 条 切线 .要 讨论 这 个 问题 ， 我 
们 注意 到 ， 当 一 个 点 趋 于 (xo, yo) 时 ， 量 上 趋 于 零 ， 因 之 < 也 趋 于 


零 . 如 果 上 述 方程 仍然 满足 ， 那 么 表达 式 @2 fow +2abfoy 十 友 及 5 必 
定 也 赵 于 零 ， 即 对 于 直线 的 极限 位 置 ， 我 们 必定 有 


a2 fos 十 2abfsy 十 fy = 0. 


这 个 方程 给 了 我 们 一 个 二 次 条 件 来 确定 比值 a/b, 而 比 公 ayb 确定 
切线 的 斜率 . 
如 果 方 程 的 判别 式 是 负 的 ， 就 是 说 ， 如 果 


fw fyy 一 有 < 0, 


我 们 就 得 到 两 条 不 同 的 切线 ， 这 时 曲线 有 一 个 二 重点 或 结 点 , 如 
双 纽 线 ( 盖 十 纪 关 一 ( 喧 一 多) 二 0 在 原点 或 环 索 线 


(2 + yr — 2a) +oar=0 


在 (zo0;80) = (a,0) 这 点 所 显示 的 一 样 . 
如 果 判 别 式 为 零 ， 即 如 果 


fzz fyy 一 je 一 D, 
我 们 就 得 到 两 条 重合 的 切线 , 这 时 可 能 是 曲线 的 两 个 分 支 彼此 相 切 
或 曲线 有 一 个 尖 点 1. 
最 后 ， 如 果 
fzs fyy 及， > 0, 
就 根本 没有 ( 实 的 ) 切 线 . 这 种 情形 出 现在 ， 例 如 一 条 代数 曲线 的 称 
为 孤立 点 的 情形 ， 在 这 样 的 点 上 ， 曲 线 的 方程 是 满足 的 ， 但 是 在 其 
邻 域内 再 没有 曲线 的 其 他 的 点 . 
曲线 (22 一 02 十 ( 玉 一 六 ?= 吐 十 于 就 是 一 个 例子 ， 数 值 
z 二 0,y 二 0 满足 方程 ,但 对 于 区 域 
|z| < v2a， ly < v2 
1) 在 这 种 情形 ， 曲 线 不 一 定 有 一 个 奇 点 ， 例 如 f(z,y) 一 (w 一 ?在 原点 处 . 
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内 所 有 别 的 值 ， 左 边 是 小 于 右边 的 . 

我 们 略 去 了 所 有 二 阶 微 亢 都 等 于 零 的 情形 ， 这 种 情形 过 于 复 
杂 , 所 以 我 们 就 不 讨论 了 , 通过 这 样 的 点 可 能 有 曲线 的 若干 个 分 支 ， 
或 者 可 能 是 其 他 类 型 的 奇 点 . 

最 后 ， 我 们 简要 地 提 一 下 这 些 问 题 跟 最 大 最 小 理论 之 间 的 联 
系 ， 因 为 一 阶 微 商 等 于 零 ， 所 以 曲面 z = f(z, 妇 在 稳定 点 (zxo, Yo) 
的 切 平 面 方程 就 是 

z— f(zo,yo) = 0， 


于 是 方程 
f(r,Y) 一 f (xo, yo) =0 


给 出 切 平面 与 曲面 的 交 线 在 zy 平面 上 的 投影 曲线 ， 因 而 我 们 看 到 
点 (zeo; 如 ) 是 这 条 曲线 的 一 个 奇 点 ， 如 果 这 是 一 仿 孤 立 点 ， 那 么 在 
其 某 一 邻 域内 切 平面 与 曲面 没有 别 的 公共 点 ， 并 且 函数 f(x,y) 在 
(zo,3o) 这 点 有 一 个 极 大 或 极 小 (参看 第 385 页 ). 然而， 如 果 这 奇 
点 是 一 个 多 重点 ， 切 平面 就 与 曲面 相交 成 具有 两 个 分 支 的 曲线 、 央 
而 (zo0, yo) 就 是 一 个 鞍点 ， 这 些 讨 论 怡 好 把 我 们 引导 到 我 们 早已 在 
A.l 节 中 就 求 得 了 的 充分 条 件 . 


练 习 A.3 


1, 试 求 下 列 各 曲线 的 奇 点 ， 并 讨论 其 性 质 : 
(3) (z2 + 2 ~ 2c2(z2 一 办 ) =0(c#0), 
(bj 2 十 所 一 2z3 一 28 + 2227 = 0, 

{0) 2 + — 27 — y=0, 

(d) 站 一 于 十 2025 -y=0. 


A.4 曲面 的 奇 点 


用 类 仆 的 方法 我 们 可 以 讨论 曲面 f(%,%,z) = 0 的 奇 点 ， 也 就 
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f=0, fr =fy=f:=0 


的 点 . 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 把 这 个 点 取 为 原点 ， 如果 我 们 把 该 点 
的 值 记 为 


frz = fyy =p, fs 一 小 fry 三 A, fyz = pp, frz = 
我 们 就 得 到 方程 
cz2 + By + yz + Ny + Duyz + vzs = 0 


这 里 点 (z,y,z) 是 在 曲面 在 O 点 处 的 切 平面 上 . 

这 个 方程 表示 一 个 在 奇 点 与 曲面 相 切 的 二 次 锥 面 ( 它 代 替 了 帅 
面 在 正常 点 上 的 切 平面 ). 如 果 我 们 假定 量 a, 8,… ,vv 不 全 为 零 ,并 
且 假 定 上 述 方 程 有 不 同 于 z = y= z= 0 的 实数 解 . 


练 习 A.4 


1. 应 用 A.! 节 中 习题 6 的 结果 ， 考 察 曲面 在 奇 点 的 一 个 领域 
内 的 性 态 . 


A.5 ”流体 运动 的 欧 拉 表 示 法 与 拉客 朗 日 
表示 法 之 间 的 联系 


设 (a,b,c) 是 流体 (液体 或 气体 ) 内 的 一 全 质点 在 时 刻 t=0 时 
的 坐标 ， 于 是 这 质点 的 运动 可 以 用 三 个 函数 
z= x(a,b,c,t), 
y= yla, b,c,£), 
z= z(a,b,c,t), 


， 401 - 


或 者 一 个 位 置 向 量 久 二 (a,b,c,t) 来 表示 . 速度 与 加速 度 由 对 于 t 
的 微 商 所 给 出 ， 速 度 向 量 是 文 , 其 分 局 为 二 , 儿 z; 加 速度 向 硬是 区 ， 
其 分 量 为 5, 了 ,z. 所 有 这 些 量 都 是 作为 初始 位 置 (@,5,c) 及 参量 上 + 的 
函数 出 现 的 . 对 于 + 的 每 一 个 值 ， 我 们 有 一 个 变换 ， 它 把 属于 流体 
内 不 同 的 点 的 坐标 (a,6,c) 变换 成 时 刻 t 的 举 标 (x,y,z). 这 就 是 所 
少 运动 的 拉 格 明日 表示 法 .由 欧 拉 引进 的 另 一 表示 法 是 基于 把 三 
个 函数 
vl, Yt), HP Yt), wy YZ, t) 

理解 为 (z,y,z) 点 在 时 刻 t 的 速度 文 的 三 个 分 量 ,四 去 

为 了 从 第 一 种 表示 法 过 湾 到 第 二 种 表示 法 , 我 们 必须 用 第 一 种 
表示 法 ， 把 ee 解 成 x,y,z 和 的 函数 ， 并 把 这 些 表达 式 代 入 宕 
达 式 (a, b, C, t), $0, b, Cy ), za{a, b, C, 2): 

(x, Yt) = (0 2, YZ), (TY cf 全 2 E),t) ,+ 
我 们 然后 从 

dt{a, b,ce,t) = uz(a, b,c,t), yo, b,c,t), zta, b,c,t),t),... 

关于 固定 的 we 而 对 于 t+ 求 微 商 ， 得 到 加 速度 的 分 量 


人 = Wo 二 Wyd + Uz2 二 Wt, ， 


EE = Uo Uyd + zy hi, 
站 二 加 让 十 uv 十 Vz 负 十 Ve， 
= Wow 二 Wy 十 tz 十 We. 
在 流体 力学 中 , 下 述 连 接 欧 拉夫 示 法 与 拉 格 朗 日 吾 示 法 的 方程 
是 基本 的 , 
div 有 = ws + Vy + Ws = 5 
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其 中 d(z,y, 2) 


D(x,y, zt) 一 da 和 可 


是 刻画 变换 的 特性 的 雅 可 比 行列 式 , 
读者 可 以 用 隐 洋 数 微 分 法 ( 见 第 275 页 ) 的 各 种 法 则 以 及 对 于 
二 维 空间 的 相应 的 定理 来 完成 这 件 事 的 证 明 . 


练 习 A.5 
1. 关系 式 tw = 二 we = 0 的 物理 音义 是 什么 ? 
2. 对 关系 式 
革 二 zd 十 Wyd 十 守 z 十， 
前 一 Vei 十 Wo 十 和 帮 十 让， 


记 一 和 z 公 十 W79 十 芭 z 训 十 WE 


作出 物理 解释 ， 并 用 向 量 记号 表示 这 些 关 系 ， 
A.6 闭 曲 线 的 切线 表示 法 与 周 长 不 等 式 


带 有 参量 a 的 一 个 直线 族 可 以 由 
wceoaan t+ Ysing -一 2(a)y 一 0 (83) 


给 出 ， 其 中 pla) 是 一 个 函数 ， 它 二 次 连续 可 微 并 且 以 2r 为 周期 
(这 里 p 表示 原点 到 直线 族 中 具有 法 方 疝 a 的 那 条 直线 的 距 高 } 这 
些 直线 的 包 络 C 是 一 条 闭 曲 线 ， 它 满足 (83) 以 及 另 一 方程 


一 zsinaw 十 gcosw 一 Bf(a] = 和. 
因此 


z= pc0se— psino, 


y=psina+p coso (84) 
是 C 的 参量 表示 式 (a 为 参量 ) 公式 (83) 给 出 了 C 的 切线 表示 
式 ， 称 为 C 的 切线 方程 1D, 而 pla) 称 为 C 的 支撑 函数 
因为 


z=—(pt+p)sina, Fy = (p+) cos ao, 
所 以 我 们 立刻 得 到 下 面 关于 C 的 长 度 工 与 面积 4 的 表示 式 : 
2 六 3 2F 27 
一 ’ "2 二 J’ 二 
L / Ve2+ ydo [ (p+p jdar / pda, 


27 1 2 
4=3|/ (oy ye Vd =3 / (p+p")pda 
2j0 2 J0 


2 
三 了 [ (2 —p?)do, 


因为 p'(a) 也 是 2 为 周期 的 函数 3 
由 此 我 们 可 导出 这 等 周 不 等 式 


IL? > 4r4， 


其 中 等 号 只 对 于 圆周 成 立 . 这 也 可 以 这 样 陈述 ， 在 给 定 长 度 的 全 部 
闭 曲 线 中 ， 贺 周 包 围 着 最 大 的 面积 , 
为 了 证 明 ， 我 们 利用 p(a) 的 傅 里 叶 展 开 式 


_m ， 净 ， 
p{a) = py 十 》 (ar cos ve + b, sin va); 


v=l 


从 而 


oo 


好 (en = > v{by cos va — ay sin va), 


2 一 1 


1) 表示 法 (84) 适用 于 任何 一 条 闭 的 凸 曲线 C, 只 要 局 的 曲率 是 有 限 的 、 正 的 、 消 
着 C 连续 变化 的 . 
2) 因为 p(a) 十 c 是 与 好 平行 且 想 历 为 c¢ 的 曲线 的 支撑 函 教 ， 因 此 一 条 平行 曲线 
的 痉 度 与 面积 的 公式 是 容易 从 这 些 式 子 得 出 的 《参考 第 一 着 第 488 页 习题 7, 它 的 解 见 
&A, Blank 的 书 Problems in Calculue and Analysis). 
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所 以 我 们 有 


A=( 避 _ Sy 2 -1jfa2 + 62)). 
7(3 2 ) 


因此 


特别 是 ，4= 二 仅 当 om =b 一 0 (v > 区 成 立 ， 就 是 说 仅 当 
p(o = PH +arcosa + hsina. 
而 这 个 方程 定义 一 个 较 ， 可 从 (84) 立即 得 到 证 明 . 
练 习 A.6 


1. 就 下 列 各 族 直线 求 出 包 络 ， 及 其 长 度 以 及 所 包围 着 的 面积 : 

(a) (T+ 2}cosa+ysina+2= 0, 

(bj zecosa+t ysinoa+ 3 sin ze = 0. 

32. 上 比较 面积 公式 与 长 度 公式 .可 能 存在 任意 长 的 曲线 而 围 有 
任意 小 的 面积 吗 ? 

3. 每 一 条 闭 曲 线 都 能 表示 成 (83) 那样 的 直线 族 的 包 络 吗 ? 
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解 答 


第 一 章 
练习 1.1 (p.11) 
1. {a) 用 极 坐 标 形 式 写 出 z = rfcosb +isinf 人 ,0< 昌 < 2r. 则 
根据 棣 莫 弗 定理 有 
2" = rco8 nd + tsinn)). 
对 于 r< 了 我 们 有 ar" = 0 因此， lm zm = 0 对 于 +> 1 
我 人 有 ,lm rn = oo; 因此， z 到 原点 ， 从 而 到 任何 给 定点 的 距离 
都 能 变 得 任意 大 ， 于 是 这 个 序列 发 散 ， 对 于 7 = 1, 有 两 种 情况 ， 
2=19=0), 对 此 有 im 2" 二 1, 及 z = cos6 十 isin8. 在 后 一 种 
情况 ， 对 于 这 序列 的 相继 两 点 之 间距 离 我 们 有 
Jat oar|=|a"*|.|z -l=|:—1|= V2—2co0s0, 
这 是 一 个 固定 的 正信 ;于 是 根据 柯 西 准则 ， 这 个 序列 一 定 要 发 贡 . 
(b) 复数 z 的 n 次 方 根 是 用 极 坐 标 形式 这 样 来 给 定 的 : 
za = rr (oon +iain: 
如 果 z=0, 我 们 有 lim z'/”=0. 否则 ， 令 zl/7 = zn 十 ign, 便 有 
cs 


9 . 
= lim rilecog— + lim rirsin—=1. 
T+o0 nn Li Tt 


2. 将 第 一 卷 中 天 有 的 极限 定理 分 别 应 用 到 已 。 的 分 粳 上 . 
3. 对 于 计 足 ‘2 十 P<l 的 一 个 点 (a, b), 令 
Ga 一 We 十 到. 

则 (c, 信 的 令 域 (z 一 4? 十 (一 扣 ?* < (1 一 a? 食 于 单位 加 内 ， 

对 于 满足 必 十 防 = 1 的 一 个 点 (a,5), 每 个 邻 域 都 包含 着 不 在 
单位 圆 内 的 点 . 

4. 设 ta, 臣 是 3 的 任 一 点 , 令 7 = 一 吧 > 灿 考察 (oa 世 的 一 
个 s 邻 域 , 

(z 一 aj2 二 (一 下 2 < 和， 
对 这 邻 域 内 的 一 切 点 ， 我 们 有 |x 一 a| < sl 一 引 <s 利用 
= ra {2 a), 


我 们 得 到 


y>b—-e=amt+Yy-e 
= 2 a (roary-e 


>22+7—2clal—e—e > 


只 要 = 取 为 1 和 Y/{2|a| + 2) 中 较 小 者 .这样 这 个 < 邻 域 就 在 5 
内 . 
5. 线段 (如 果 端 点 不 作为 这 线段 的 点 ， 就 把 它们 同 这 线段 一 起 


问题 1.1 (p.12) 


1. 按 定 义 ， 每 -一 个 边界 点 P 的 邻 域 都 包含 5 的 点 . 在 9 内 
取 已 使 得 再 BF < 1/2. 因为 P 不 在 3 内 ， 就 有 忆 大 疡 , 因此 ， 
五 巨 > 0. 现在 用 数学 归纳 法 继续 进行 : 给 定 已 , 在 5 内 , 就 取 品 ，i 
使 得 


PnP< = 五 ,万 . 


bt ] 盖 
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显然 ， 吕 是 不 相 重 的 并 县 PP < 1/2". 

2， 设 给 定 的 集合 为 5, 5 的 闭 包 为 5.; 以 及 5。 的 闭 包 为 Sce. 
每 个 属于 Scc 的 点 不 在 Se 内 就 在 3c 的 边界 上 ， 如 果 P 卫 在 5. 的 边 
界 上 ， 那 么 的 每 一 个 邻 域 至 少 包含 Se 内 的 一 个 点 @ 和 不 在 5。 
内 的 一 个 点 RA. 因为 妨 不 在 5. 内 ， 所 以 就 不 在 9 内 ， 又 因为 每 一 
个 邻 域 都 是 开 集 ， 所 以 PP 的 邻 域 包含 着 必 有 5 的 点 售 在 其 中 的 马 
的 一 个 邻 域 ， 于 是 P 在 5。 内 . 

3. 设 瑟 是 3 的 在 9 上 的 任 一 点 ， 因 为 PX < PQ, PX 值 
的 集合 是 有 界 的 ， 记 它 的 最 小 上 异 为 nbPX. 设 请 是 在 PQ 上 与 
P 距离 等 于 lib PX 的 点 ， 则 五 的 任何 邻 城 包含 P@ 上 属于 8 的 
点 ， 又 包含 不 属于 5 的 点 . 

和 4 G 的 一 切 点 都 是 内 点 . 


练习 1.2 (p.17) 


27 1 

1. (a) 3 (c) Moeny (e) 5. 
2. 定义 域 是 点 (z,2) 的 集合 ， 而 值 域 是 < 值 的 集合 ， 这 里 
(a y> -ru>0; (0 yy> -ru> 0 
(jy > 一 Br 实数 (8) z2 二 六 +22<o90<w< a 
(h) yA 一 zx, 4 实数; (i 2?+292 <30<w<V3; 
0) x =y=0,%=0; (kk) yl < |zl, vu 实数; 
全 (2 (0,0), 0<u< I (m) y 天 —Z, -了 区 二 
(oF00<usl(o) <rty<o0 Sus 
(p) 2nn 一 了 <zS2nr 二 了 并 且 y>0 或 

2nr 十 工 <zS2nx 二 并且 <0 vu> 0. 
3. 对 于 & 个 变量 是 


站 人 二 Dn + 2 (n+ A). 


(参看 第 一 卷 第 一 章 ， p.133, 练习 第 11 题 ) 
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练习 1.3 (p.26} 


2. 在 z=y =0 不 连续 . 
3. (al) 设 z = pcosb3 = psin9, 则 


17(z, 旭 = 站 |eos38 一 3cosbsin28| < 4p5. 


到 5(e) = 3E]4, 则 /rz, 妨 至 少 有 pa 的 阶 . 

4. 同一 元 实 变 量 函数 理论 一 样 ， 连 续 函 数 的 和 与 积 以 及 连续 
落 数 的 连续 函数 都 是 连续 的 ， 

(a) 连续 . 

(b) 不 连续 性 只 可 能 出 现在 (0,0). 注意 到 如 果 引 入 


z= pcosp, y= psint, 


则 根据 |sinal < |ai 便 有 
sin ZY 
因此 ， 在 点 (0,0) 极限 存在 并 且 是 0. 
5. 对 于 z>0,z 十 有 > 0 用 微分 中 值 定理 得 到 


i Al 
1VI+(z 十 和 一 Y1 十 1 一 3 < 2 
因此 ， 在 > 适当 选取 的 各 种 情况 下 ， 要 求 | < 2e 就 足够 了 ， 令 
Azr = pcosg Ay = psind, 这 里 p < ble, 2,¥y). 
( 引 在 z= 让 十 2Y 且 h= Az 的 情况 下 ， 注 意 


< 


[Az| = pl2z cos9+ ysing + plcos? 8 + 2sin? 0)| 
< pl2lz| + 4lyl + 3p) < p(2lz| + dlyl + », 
这 里 我 们 利用 了 5<1. 为 了 |Az| < 2e, 如 下 要 求 就 是 够 了 : 


25 
§ < 功 磋 | 一 一 一 一 一 一 一 ,1 
min (FT a ) 


6. 在 直线 y = 士 z 上 . 


了. 在 直线 > = ma 十 二 一 m 十 于 上 ， 
8. 对 于 一 切 值 ，〈 按 定义 ， 一 个 函数 在 它 的 定义 域外 部 总 是 连 
续 的 . ) 


9. 设 z= 1/uw 这 里 % = 一 到 一 刀 . 我 们 有 |Az| = |Aal/(w 十 
8Au)?2. 对 于 名 > 0, 选取 |Aw| <2, 则 十 BAw > wf2 并 且 
Jal< 4 叶 A. 


现在 , 用 Azr = pcosg Ay = psing,p <5 <1 并 1z|, |y| < 1, 
我 们 有 


IA = Ip(22 cos8 + 2y sin0) + p71 
< pl2|z|+2ly| + 1) < 56. 
因此 ， 为 了 保证 A 站 <。, 取 


4 二 min [ 训 
20 


(一 22 一 2 |. 
10. 用 z= pcosg y = psin9, 我 们 有 
P=p?(ocos*H+2bsing cos0 + esin? 0) = p?f{0). 
对 于 6 的 任何 值 表达 式 ft 必定 不 等 于 0, 从 而 我 们 应 当 有 


ac— 人 >0. 


11. 全 不 连续 ， {a) 在 直线 x = 二 0 上， (0c) 在 直线 y= -2 上 . 
12. 对 于 沿 一 条 直线 趋 近 ， 可 设 2 = pcos0, y= psin8,8 为 一 
固定 值 . 为 了 指出 f(z,y) 的 间断 性 ， 使 趋 近 沿 扼 物 线 > = os, a 
任意 ， 为 了 指出 g(x,2) 的 间断 性 ， 使 趋 近 沿 着 回 周 
Cy 
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13. 对 于 (e) 和 (8) 极限 存在 .对 于 (h) 令 y = e ”Pa 是 任 
意 正 数 ， 并 指出 由 于 
elV 呈 十 更 


f(z,y) 三 
A 


所 以 im f(z,e "hl) = 7. 
14. 对 于 练习 第 14 题 (eh)， 


1 


"9 = aloge 


对 于 练习 第 14 题 (g)， 


log 2 1 
logeE 2/° 


6=min (— 


15. 首先 令 rz =3 =0, 然后 令 z = 0， 
16. 成 立 ， 因 为 R(x,y) 在 原点 设 有 定义 并 且 原 点 是 RR 的 定义 
域 的 一 个 边界 点 . 
17. (a) 1, 
(人 bp) 0， 
(c) 0， 
18. 令 y= mz, 则 lm 2 = 3(1—m)/(l+m). 
19. 参看 练习 第 13 题 . 
20. 疝 着 不 同 于 x = 0 的 任何 直线 趋 近 ， 都 产生 极限 值 0; 而 沿 
着 曲线 y = a/logz 趋 近 ， 则 产生 任意 的 极限 值 a 
21. 映射 多 把 它 的 定义 域 的 交 在 围绕 原点 半径 充分 小 的 圆 内 的 
那 部 分 映射 到 中 心 在 OC 点， 半径 为 Co 的 区 间 ， 这 里 常数 C 可 以 
取得 与 p 无 关 , 


问题 1.3 {p.28) 


1. 设 5 是 了 的 定义 域 ，5" 是 f* 的 定义 域 ， 如 果 包 是 5 的 
一 全 内 点 ， 那 么 存 企 @ 的 一 个 邻 域 整个 地 落 在 5 内 ， 因 而 对 疡 的 


* 411 ， 


连续 性 等 同 于 对 f 的 连续 性 ， 如 果 在 5* 内 又 是 3 的 一 个 边界 
点 ， 那 么 无 论 9 是 否 在 3 内， 都 存在 @ 的 一 个 4 邻 域 ， 在 其 中 


[5{P) — f°(®)| < ef2. 


对 5* 中 任 一 点 仿 , 如 果 它 在 @ 的 6 邻 域内 但 不 在 5 内 ， 那 么 存在 
5 中 的 点 卫 使 得 f(P) 任意 接近 f*{Q), 也 就 是 说 


HP) 一 产 (9)| < ef2. 


于 是 有 | 产 (q) - 产 (@)| < <. 
2. 如 果 (6 ne 有 f(z,g) = 工 并 且 lim (zn,gyn) = 作 力 则 对 


性 一 正 数 6, 存在 5 使 得 |f(z,9) 一 工 | <= 对 一 切 落 在 全, 们 的 了 邻 
域内 的 点 (z,2) 成 立 . 进一步 ， 存 在 六 使 得 (zn,yn) 对 一 切 n> NN 
落 在 (&,n) 的 5 邻 域内 .因此 , 对 于 n>N 有 |f(zn,yn) 一 上 L| < 

反之 ,假定 对 于 每 一 个 来 自 了 定义 域 并 以 人 ,m9) 为 极限 的 点 列 
(zn,Vn) 都 有 lim f(zn,yn) = 工 . 假若 了 在 (9 不 以 工 为 极限 ， 
那么 对 某 一 个 > 0 和 一 切 4 > 0, 都 存在 一 个 点 (=, 功 属于 全 本 
的 5 邻 域 ， 但 (2, 急 关公, 攻 ,使 得 


[f(s — LI2e. 
令 抽 二 1 并 取 (zi1, 久 ) 属于 (人 的 而 邻 域 使 得 
[f(x1,m) — Le. 
接着 按 顺 序 定义 
bn = Ven TU 
并 取 (zn 如 ) 使得 VEm 7 下 (Ve 一 7 < 6 但 


[flwn, Yn) 一 也 | 之 < 
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用 这 个 方法 构造 出 来 的 (xn,yn) 与 前 提 矛 盾 ， 于 是 f 在 (5,m) 有 极 
限 工 . 


练习 1.4 a (p.33) 


1. (a) Ed =nar™!, — = mby™!; 
(0) 2 = ax -3 Bz 392 一 272. 
dr zy By zy 1 
加 六 =2p 划 = 3 二 
Oz aa ta2 OF 3zl/2 
(8) Bo = /2% 'By yd 
» dz >» 这 Oz » 2 
0 关 =-2n+)  =in) 
0 Oz _sing bz _ _CosTcosy. 
az siny’ By sin2y ， 
(n) 8z _ 252 十 扫 az _ 29 
32 Vt Vit 
(a) of _ 2 ar 2y 
Or 3(z2 十 82)2/3 Oy 3(z2 十 32]2/3， 
(0) 学 = er of ~ -cc 
(e) of = YF C08 Tz, = = Sin ws, <- = FY Cos rz; 
y, of Hf _ of ff 
3 (a ) 2 Th 
EY 
(0) 用 1 W) = 本 一， 
wy 
of _ 1 十 更 ar _ 工 十 并 
Br 12 Oy (1 wy 
Pf _ 2y+) fF _ 2(z+Y 
Bz? (1 一 xz 的 3” dr0y (1 — zo)3’ 
OF 22+z) 
By (位 一 2g)3， 


Gf = yer (y 1+ yat), 
人 


让 = ws 1lel? )(1 + ylogs + yr log2»), 


于 一 2g(logzj2el ) (1 十 zy. 


4. =0,f=0, f= -3 。 
5. 1. 


8. (2/r). 
9. & = —3. 


问题 1.4 a (p.34) 


1 C1"). (参看 练习 1.2 第 3 题 


2. 考察 形 如 f(z,y) = a(z)8ty) 的 机 数 ， 其 中 a 是 可 微 的 而 8 
不 是 . 
3. 对 于 一 切 z 和 gy, 关于 z 和 y 求 微 商 得 到 


{T+ ) = SE) yy) = a ve); 
从 而 wr(z)/2zw(z) 是 常数 ， f(xy) = ce + ). 
练习 1.4 c (p.39} 
2. (a) 注意 观察 一 阶 偏 微 商 
af _ -| yp PM + my #0, 


0, T=Yy=0, 


of _ ry oP- 1/(z? + zy #0, 
0, z=g=0, 


+ 4l4 : 


二 者 都 是 有 界 的 . 
(b) 只 有 原点 是 有 问题 的 ， 考 虑 


2 十 天 3 2 ,2 
2 log(z 士 扩 )， zy 0, 
T 


0, T=y=0. 

在 邻 域 呈 十 吧 << 至 内， 对 于 5< 了 .有 
of 
Br 


这 里 我 们 已 经 用 了 当 5 < 1 时， llog6| < | 


< 263 + 862|8 log 5| < 1062, 


练习 1.4 d (p.42) 


1. (a) 2ab, 
(cj ap {ax + by), 
1 
©) tty 
2, (b) fr = ysinh wy, fy = Tsinh zy, frs = Ycosh wy, 
fry = Tycosh zy + sinh ry, fyy = 2cosh zy, 
foer = > sinh wy, fozy = 2 sinh xY + 2ycosh ry, 
foyy = TY sinh zy + 22cosh zy, fywy = 23 sinh wy. 
(dd f=1/y- yr, y= l/r-— zr/, fee = 2y/2, 
fry = (1103] ~ /2, fyy = 28/¥, frrr = —6Y/24, 
fray 一 27z4， fryy = 2/, fyyy 二 —6z/y. 


问题 1.4 d (p.43) 


1，[(b) 令 z = logu， 则 zey = 0. 这样 2。 就 不 依 赖 于 y 令 
Zr 二 alz), 则 


z= fatwa + wy) = Pz) + pW); 


WU = e* = et(t) . ew) 
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练习 1.5 a (p.46) 


1 (a), (b) ft0,0) 不 存在 . 
(c) 令 产 = pcosb, = psinb. 对 于 可 微 件 下 式 成 立 是 必 要 的 : 
f(h, k) AD 0) 一 psin 20 二 万 (0， Oh 十 fut0, OE 十 ofph 


然而 无 (0,0) = fo, 0 一 个 孝 恋 味 着 上 式 不 成 立 . 
2. 对 于 2 与 x 十 页 之 人 间 的 s,y 与 y+62 之 间 的 二 我 们 有 


|9Cs) — g(2)| < er(61), [h(t) ~ h(W)) < e2(62), 
其 中 dm e161) 三 dm 2(62) 一 候 . 


因此 ， 用 微 积分 学 中 的 积分 中 值 定理 ， 我 们 有 
tl Tr 
/ ofajds = / gs)ds + é19(é), 


其 中 |g(&) 一 g(2z)| < a1(61); 类 似 的 结果 对 (有 也 成 立 ， 于 是 推 知 
Fr 十 而, 十 62) 


[f sede+ sg(w) + otsd)] [ f hae + sant + ol82)] 


= f(%9) + 92} + bah(Y) + oy + 上 晤 }- 


问题 1.5 a (p.47} 


1. 令 p= VY 癌 十 避风 


|flz, 更 一 Fa， [a < Mlfrla, b)| 十 lfyta, | + a), 


其 中 lime = 0. 于 是 ， 不 仅 是 连续 的 ， 而 且 是 利 普 希 茨 连 续 ， 对 
于 P= (x,y), A= (2, b), 在 4 的 某 个 邻 域 我 们 有 


|F(P) — fA) < MIP — 4 
. 416 . 


其 中 MM 是 常数 . 
练习 1.5 b {p.50) 


1. 曲面 > = f(z,y) 与 平面 arc tan[(y -yo)/(z 一 20)] = a 的 交 
线 的 斜率 ， 也 就 是 在 zp 平面 上 看 ， 曲 线 


z=p(p) = flzo + peosa, yo t+ psina) 


的 斜率 . 
2. (a) 0, a ov3+6 +s, 
{cy 2, V3 —2, 1 23 —4; 
V3 1 
(e) 一 了 
(g) 0,0,0,0. 
3. (a) —8/5, 
(b) — 
(ce) —2/ V3. 


4. f(x,y) = wy/ (2 + 2). 
6, 82F/6r2 = sin 20. 


练习 1.5 c (p.53) 
1. (a} 2 = By — 4, 
(c} 32 +3y— 4z+5— 3log2 = 0, 
(e) z = [exp(1/ V2)/ Vas — y+ V3+ 7/4) 
{BE) z= 2e-?(z 上 二 3 十 了 2 三 e-? dt -2). 
2 J 

2. 公共 点 是 原点 . 
3. 通过 三 个 点 的 平面 方程 能 写成 如 下 形式 : 

z— zo ={(s — zo0)[ki(22 — 20) — kolz1 -- z0)] + {¥ — yo) 

x [hztz1 — zo0) ~ hilz2 — zo)]}/ {hak] — hik2}, 
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其 中 hi = zi 一 zo, Ki = yi 一 Vo i= 1,2. 令 hi = picosas, ki = 
pisinai, WI z; — zo = pi[(cos oi)(0z/87) + (sin oa)}(Oz/0y) + olpi). 
将 这 些 代入 平面 方程 ， 则 由 于 sin(al - aa) 关 0, 并 且 (zx, 多 辕 定 ， 
便 得 到 需要 的 结果 : 


_ 国 Hz Oz ofpzj olp1) 
-w= rt yt tp : 


4. 我 们 可 以 假定 系数 不 全 为 0, 比如 说 c 关 0. 风 (zo, yp; 20) 落 
在 如 下 两 个 曲面 之 一 上 ， 


， 1— Fe 
z= + 


z— 0={s— zo)z(xo,y) + (y — Yo)zy(T0, yo). 


对 二 次 曲面 的 方程 求 微分 ， 得 到 


切 平 而 的 方程 是 


9 
2azo 十 2c2057 =0, 


2byo 十 cz = 0; 
而 把 由 此 求 得 弛 和 避 的 值 代入 切 平面 方 程 便 得 到 (车 w 0) 
z 一 20 二 -人 一 20) 一 ly 一 Yo) 
从 而 
axoz + byoy + cznz = art + by 十 cz2 =1. 


练习 1.5 d (p.56) 


1. (a) (22y? + 33)dr + (2r2y + 9zg2 — BA )dy, 
(c) 4z3dz — 3y2dy/ (2 ~ y), 
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(e) 一 [dz + yldy) sin(z + logy), 

(g) dy + dy/(1 + (x + 2), 

(i) (dz + dy — dz})sinh(z + yy — 2). 

2. (—2/10) + (735/25). 

3. er +*¥ [(823 + 122)dr3 + (822y + 4y)dz?dy 十 (8zg2 
+4r)drdy? + (8y3 + 12y)dy3]. 


练习 1.5 e (p.58) 
. 变量 z 由 -3 变 到 一 3.5. 


”600 
,1/2(y|h| 十 zk|). 
.由 dz 二 Yds zxdy 有 dziz = driz + dy/y. 
. 由 dg 一 2dz/t2 一 47dijt3 知 g 的 相对 误差 是 


i 


dg/g = dx/z — 2dt/t. 


于 是 在 测量 上 时 所 产生 的 一 定 的 相对 误差 将 有 在 测量 xz 时 所 产生 
的 同一 相对 误差 效果 的 两 倍 . 


练习 1.6 a (p.63) 
m2 
1. (a) Zz 一 —2x log(1 十 芒 ， 2 二 14+y 
2 


27 T 
zr 一 —21 1 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 。 
Zr og( 十 1), Zey fi 十 y) 1 Zyy (1 + yy 


(e) 售 L=7,v =arctangy. 则 z = vsect(uv), zy = [aec2fuoj]7 
(1 + 2), z0r = 202 gec? (vw)tan (wv), zry = [sec? (uv)/ (1 + x [i+ 
2vtan (uv)], zyy = 了 soc (wo)/ (1 十 PY [etan (uv) ~ 2M. 


一 各 一 
2 (0 风 -本 于 克 直 2 有 


册 一 # — zoosz 
” (22 + y+ 2ey coaz)372， 
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XY sinz . 
(z2 + 2 + 22y cos 2)3/2° 
1 
Vet dry + yt 2 
—22Y 
Wy = 2 了 2 十 14 
(z+ vz + 2 + 7? 
一 于 
(z +) Vz +2 + yt — 12 
277 
1 二 2 十 玉 十 2 


WW> 


(b) ws = 


好 > 一 


(¢) ws = 22 十 


PA 
WW = 1 2 2 -ee 
一 log(1 十 z ty tO) tT 
2yz 


Wy = 一 一 一 一 一 
” 工 二 22 十 急 十 32 


1 
dm=-  - 
(dw 2(1 十 2 十 gzjwZ 于 区 2 


z 
Wy = 2(1 + z+ yr) V+ yz 


二 
21l+2+y)vrTF yz 
3. (al 考察 z = wr 的 微 商 ， 其 中 和 vw 是 > 的 函数 ， 
dz dv 


一 二 on 十 uloga， 元: 
对 4= x, v= 二 工人 使 用 这 个 公式 便 得 到 
到 (en) = 3z(1 十 logz)， 
今 再 对 w= zu = 2* 使 用 这 个 公式 就 得 到 
所 (zt = qz” [= 二 logz+(iog z)?] 
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(b) 令 y = 1/z. 则 


lg 
dr zdy 
用 z= (gj = wr*, 其 中 心 = 站 = 人 即 ; 得 到 
学 = /+HD( + 210gy) = yz(1 + 210g); 
从 而 得 到 
dz 2logz—1 
de itifzz 


4. 参看 问题 第 1 题 . 
5. 在 各 种 情形 中 , ,利用 对 不 同 变量 的 对 称 性 进行 计算 ， 


-7 
(a) fs = tr a 


2722 yz 一 z2 
(b) gz = rm 
(6) hae = Br2 一 212 — 222 一 2472 
“ty 


问题 1.6 a (p.64} 
1. 在 下 式 中 用 柯 西 - 葡 曼 方程 
加 > 十 gp =( 迪 于 )js 十 2(usoz + ugvy) fuv 
+ (ve + vo) fuv + (vrs + tyy) fu + (Ver + vyy)fo, 


并 有 注意 u,v 也 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 

2. 设 圆 欠 的 顶点 在 原点 (这 是 不 失 普 遍 性 的 ， 因 为 轴 的 平移 不 
会 影响 /的 微 商 ). 如 果 点 (z,y,z) 在 圆锥 上 ， 那 么 对 一 切实 数 入 
点 (Az,Ay,Xz) 也 在 圆 镑 上 ， 因 此 ， 我 们 有 


/50) =) -00) 
这 样 ， 贺 锥 的 方程 使 能 写成 一 个 实 变量 的 函数 少 
的 


”全 1 


两 边 取 微分 便 得 结果 . 
3. {a) grr 十 9 


(b) 从 grr/gr = 一 2/r， 得 到 log gr = —2 logr+ 常数 ， 等 等 . 


4. (a) grr + ™ 二 -gr， 
(b) 若 m= 1， or + 
若 n=2,alogr 十 
车 n> 2,a/r"-?+ 以 参看 问题 第 3 题 ). 


练习 1.6 c (p.70) 


1. vu + (Tr?)ws. 
2， 邻 尺 = f(z,2) 并 引进 新 变量 = zcospg 十 ysinb, 人 一 
yeos9 一 xsin9, 便 得 类 


Wzz = cog2 Puce — 2cos Bsin Buen 十 sin2 gr， 
tyy = sin? uee + 2 cos 0 sin guicn 十 cos dunn. 


4, zz = 3, zy = 1, 2 = Zr CoO zysind, 29 = —z2T7 Sing 十 
yr COB 0. 

5. 注意 微 商 不 依赖 于 a 和 8、 变换 实质 上 是 > 籼 和 y 轴 的 旋 
转 和 平移 ， 参 看 练习 第 2,3 题 ， 利 用 


Wss = OUee 一 af Uen 十 BU 
uzy = opUee + (0 — PI)Uen — BV, 
= fF2Uee + ZapPUen + ao?Usm. 
其 几何 意义 见 问题 1.6a, 第 2 乱 . 


6. iT + Tee + 2 £7 + ST 
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问题 1.6 c {p.71) 
1 9 7 ,Du 1 Bu 0/,. Duw 
A 
与 问题 1.6a 第 3 题 比较 ， 令 4 关于 9 和 的 微 商 等 于 零 . 
2. 在 给 定 的 变换 下 ， 方 程 
Afsrs 十 2B fy 十 Cfyy 一 心 
被 变换 成 
4 二 2B fen + O° fnn = 0, 

其 中 

A* = a2A+ 20bB + BO. 

B* =aCA+ (ad+ be)B + bdo, 

CO* = cA+2cdB + dO. 


(参看 练习 1.6c 第 3 题 ) 注意 到 
BB — AC* = (ad — be)*(B? — AO), 
乌 可 见 B 一 4*C* 的 符号 是 不 随 线性 变换 改变 的 .由 此 推 知 ， 下 
面 两 种 情况 是 不 存在 这 样 线性 变换 的 ， 对 于 (a), 如 果 
吾 ? 一 4C > 0 


对 于 (b), 如 果 五- 4C < 0. 
fa) 假设 一 4C < 0, 并 设 上 述 4 = 1,5* 一 DCr=0 从 
AC > B? > 0 可 见 A 和 CC 有 相 辣 的 非 零 符号 ， 不妨 假设 它 是 正 
的 . 若 号 =0 取 5=c=0,4=1/V4,d=1/vYC. 如 果 B#0, 可 
先 化 为 BB = 0 的 情形 ， 例 如 ， 通 过 取 
b=0,a= 1 


B 
Va” VA 
—A 
VAlAC— B2) 
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(b) 假设 B2 - 4C > 0 并 设 上 述 4* = C* = 0 B* = 1. 如 果 
8=0, 则 肥 和 C 有 相反 的 符号 ， 在 这 样 情形 下 满足 方程 


恕 果 BB 关 0 并且 4 和 C 中 至 少 有 一 个 不 为 0, 比如 说 4 > 0, 可 先 
化 为 B=0 的 情形 ， 例 如 通过 取 


A=A C=--， b=0, 
则 
a=l,d=——— ,0-- 


练习 1.7 a {p.73) 


1. (a) (kk 十 记 ) cos(z 十 十 yy 十 久 )， 


四 -+ 
?© 到 

(b) Bes/e, 

(0) 了 


练习 1.7 b (p.75) 


1. 通过 点 (z,9) 的 铅 直 平 面 h(n 一 轨 一 到 一 吵 一 0 与 曲面 
z 二 f(z, 了 相交 ， 定 义 了 一 条 曲线 ， 在 这 条 曲线 的 任 一 段 统 上 ， 存 
在 一 个 内 点 该 点 的 切线 平行 于 连接 两 端点 的 弦 . 

2. (a) 2! 
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3 tr 1 
3 人 -太一 大 一 也 
5. (a) 7， 

23 
《b] 责 : 


问题 1.7 b (p.75) 


1. 只 需 证 明 , 对 千 任 何 两 点 ,只 要 它们 能 用 落 在 定义 域内 的 线 
段 联 接 ， f 就 有 同一 数值 . 


练习 1.7 c (p.77) 


1], zy. 
2. 注意 到 微分 df 在 点 (2,3) 处 对 于 及 = 0.1, 有 = -41 等 于 
零 ， 即 可 见 ， 近 似 地 有 有 


f{2.1,2.9) = f(2,3) 十 572, 3) = 79.9, 


3. 这 个 近似 是 精确 的 ， 一 切 阶 的 误差 都 是 0. 
4. (a) z3 — 22238 + 2 一 由 (3z2 一 4z1) + k(2y — 222) 
+h2 (37 -- 2y) 一 khdy + k2 + 6h3 — 2h28k; 


~ (—1)"(h + 2k)2"-1! 
(b> mn : 


(c) 必须 分 两 种 情形 x 十 h > 0 与 x 十 h <0, 这 两 种 情形 产生 
不 间 的 的 一 阶 项 ; 
zy ~ 22 — V3lz| + hldr3y — 2y? — V3sgn (x + h)) 
+ k(x 一 dyr) + h?6m?y + 4hkrw3 — k227 + hdey 
+ h2k6r? 一 2k2h + hey + 4h3k + hk. 
5. +2y— 1 -272+1) -27r(y— 1)(z+1) 
+22(z + 1 +r(y— 1)(z+1). 
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5 
6. Yt 


| Da 2 3 4 5 
是 出 + 
(by y+ tA 区 


2 6 二 


zf Zz £3 总 了 84 


|] zu 
人 人) 1+ 一 + 本 一 2 十 全 十 …， 


7. 注意 误差 是 4 阶 的 ， 展 开 到 四 阶 有 


2 4 22 Sy 
cosz ty 


Cosy 2 24 


对 于 这 4 阶 项 我 们 有 
2 一 6o282 + 5 (2 一 22)(572 — 72) 
24 四 24 
对 于 lz| < r/6, |y| < r/6 这 两 个 因子 在 > = y = 时 达到 它们 的 
极 大 值 ， 于 是 ， 我 们 佑 计划 误差 大 约 是 


闷 ( 7) ~ 0.016. 
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问题 1.7 ec (p.78) 


1 @ FF) te 


=0 r= n=0 =D 


在 带 形 域 |r + y| < 1 内 收敛 . 


0 王 、 yr _ % % 2™ 抽 
(by) 2 2 下 —r)! -2 
对 zx 和 ?的 一 切 值 收 伍 . 
2. 展开 球面 公式 的 两 边 直 到 xz,y 和 > 的 二 阶 . 
3， 在 【pe-1/) 的 邻 域内 展开 f(2h,e 12*) 与 f(0,0) 到 二 
阶 ， 求 和 并 除 以 习 . 
4 收 全 性 可 从 单 变量 指数 孙 数 展开 式 的 收 襄 性 直接 推 得 ， 对 
z 求 微 商 得 到 
H's" 2H, n 
2yf(r,) = > Tne) = 2 en Hy ; 


各 二 人 


从 而 令 相 应 系数 相等 即 得 tb) 从 (b) 和 Holx) = 1 可 用 数学 归纳 
法 得 到 (a). 为 了 得 到 (c), 对 9g 求 微 商 并 且 让 相应 系数 相等 。 为 了 
得 到 (d), 用 (b); 在 (c) 中 用 Hi 代 赤 2n 及 1, 然后 求 微 商 得 到 


再 22H' + 2H', + H’ = 0， 
最 后 ， 在 这 些 结果 中 用 (b) 把 Hiri 换 成 2(n + 了 三. 
练习 1.8 b (p.88} 


1. 在 闭 区 间 a < x < 5 上 用 te,5 对 z 的 一 致 连续 性 并 限 
制 上 在 区 间 ko < 天 < 让 内 部 的 任 一 闭 区 间 上 . 
2. (a) 对 于 ce 二 k-2/3 与 1-e<w<1, 当 很 大 时 我 们 有 


klogr = kz — 1})+ O(k-1/3), 
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化 一 工 


二 —2/3 
logz 1+O(k ), 
因此 
eal Cm 
一 pk(z—1) —1/3WY. 
ogg € (1+O(k )); 


而 对 于 0< <1-e 我 们 有 


zfz 一 1 一 1 -as 
logz CU )- 


由 此 推 知 ， | 
F(k) = / 十 = + O43). 
—£ 0 
(b) 按照 练习 愿 1 有 
1 
m= fs sz — ldr = 3 -ET 


因此 ， 
2 十 不 


区 TFE +e 
而 根据 (a), 这 里 常数 (ec) 原来 是 0. 


练习 1.9 b (p.100) 


F(k) = 


2 
1. (a) / (—tsint + cos? t+ sint}dt = 
0 
+1 
(b) / ， { 一 2822o 一 2tzoyof1 — £82) + yoll — 12))dt 
4 
三 一 了 (zo — yo0). 
第 二 章 


练习 2.1 (p.152) 
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1. 如 时 天 = (x,y,z) 是 直线 上 任意 一 点 ， 那 么 
PX = A, 
其 中 可 以 是 任何 实数 ， 于 是 
(z+ 2,9,2— 4 = M2,1,3), 
= 二 2 -= 


2. 设 权 = A. 直线 上 任何 一 点 天 满足 P 区 = MA. 设 B,C 
和 V 分 别 是 PQ 和 六 的 位 置 向 量 ， 则 


PX =-V -BAA=AMC-B); 


或 
V=(L-AB+AC. 
特别 是 , 若 己 = (3, 一 2,2) 和 怠 = (5, 一 5, 甸 ,如 在 (a) 中 所 给 定 的 ， 


(zz) = A(3, 一 3， 2), 


™ y 


3 3 2 
3. 如 果 和 是 联结 PP 到 的 线段 上 任何 一 点 区 的 位 置 向 量 ， 
那么 根据 练习 第 2 感 的 解答 ， 对 于 某 实数 入 有 


V = (1— NA+AB. 


于 是 
QA)V -A)=MB-V)=(0 -NB-A). 


如 果 0< 入 <1, 则 有 VY 一 和 A,B 一 V 与 B 一 A 方向 相同 并 且 
[VY ~ AL/IB -VY|= A/( — A). 
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4. 将 位 置 向 量 写成 如 下 形式 
V=A+X(B—A), 
其 中 BA 是 由 FG 表示 的 , 可 见 和 > 人 0. 


5. 设 A,B,C,D,E 忆 分别 是 点 P,Q,R,5,M 的 位 置 向 量 . 按 1/3 
的 比例 分 M5 于 O 点 ， 并 取 OO 点 为 原点 .于 是， 


D = —3E. 
因为 
E=1/3(A + B+ 人 ©O), 
所 以 
i(A+B+C+D)=0. 


因此 ， 按 一 般 定 义 ， O 〇 是 质量 中 心 ， 因 而 它 的 位 置 显然 与 顶点 的 
顺序 无 关 . 

6. 设 这 两 条 边 是 PQ 和 RS; 用 前 题解 答 的 符号 ， 它 们 的 中 点 
分 别 具 有 位 置 向 量 


1 1 
可 (入 二 +B) 和 a(© +D). 
从 练习 第 5 题 的 解答 知道 
1 i 
因此 ， 丙 个 中 点 与 质心 O 共 线 并 且 到 O 等 距 . 
7. 如 果 P 一 (zz; Yk Zh), k= 1,2,.. “7, 则 


_ /ZTZmpTh LmKYE Dns 
G = (zo,g,20) = ( Fme 3? Emp ; Fr ) 


Dm,Ar = (Lmr(zr 一 20) Emi(yk ~ Yo), Emr (zr — 20)) = (0,0,1 


38. 零 向 量 是 实数 1.“ 向 量 "a 与 数 和 的 “乘法 ” 意味 着 将 a 升 
和 次 寡 ， 于是， 如 果 向 量 “ 加 法 ” 用 @ 表示 ， 数 乘 用 © 表示 ， 则 


AG (aBD = (00 = a = (A008 (NAO). 


. 430 . 


9. 复数 十 动 对 应 到 向量 (&, 台 ). 
10. 取 原 点 为 球 的 中 心 并 设 A,B,R 分 别 是 忆 @,B 的 位 置 向 
量 ， 如 果 球 的 半径 为 p, 虽 


[IAP =IBP=IRP=p 
并 且 B = 一 A. 由 此 ， 根 据 (15c), 就 得 到 
(R-A)-.(R-B)=(R-A).(R+A)=|R|:— |A =0. 
11. (a) 根 据 (X 一 忆 ): A =0, 平面 的 方程 是 
z+2y—22=—1. 
由 于 单位 法 向 量 B = { 一 3, 一 2/3,2/3), 故 得 法 线 方程 
2 


1 2 1 
“3* 3+ 3 3 


(b 2/3. 

(c) 一 样 . 

12. (a) 令 忆 = (gp 并 设 B 是 也 的 位 置 向 量 ， 若 
外 二 (zl,z2，……2n) 是 垂 足 ， 它 的 位 署 向 量 为 处 , 则 


A'X=c 和 BB-X=AA. 
于 是 入: (B 一 A&A) = 6c 因此 和 = (A&.B 一 e)/|IAP 而且 
X=B+iA(c— A.B)IAT. 


人 b) 分 别 是 (一 1/9,2/9,2/9) 和 (7/9, 一 13/9, ~5/9). 
13. 首先 注意 C 关 O; 因为 否则 就 会 有 


这 与 入 与 B 不 相 平 行 的 条 件 了 矛盾 .于 是 有 B.C =0. 
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14. 直线 与 平面 的 夹 角 是 直线 与 平面 法 线 的 夹 角 的 余 角 ; 所 以 


a4 十 DO 万 十 TOC 
VT 


Binp 一 


练习 2.2 (p.171) 


1. (a) 直线 T= 一 1 十 4 和 ,y= 2,z 二 1 二 3; 
(b) 平面 z=2+34+v,y=1— 2 
Zz 二 一 4 十 一 或 z+2y 十 z= 二 0; 
{c) 满足 x 十 2y+z 二 0 与 2y 十 2z 十 W 二 一 4 的 点 (zy, zw) 
所 形成 的 二 维 线 性 空间 . 
2. (a). Al = V2EI1 + 2 也 5， 
3. 对 于 了 只 有 了 = Ai/ 人 AI| 是 可 能 的 . 假设 这 样 的 向 量 一 
直到 指标 上 一 1 已 经 被 找到 了 . 取 Ex = Vg/|Y kxj, 其 中 


kl 
Ve = Ar 一》 (Ap BE)E,. 
.=1 


注意 ， 如 果 宣 , 依赖 于 1, Az,……… At(p 二 1,2,-.… 上 一 1), 则 Bk 依 
赖 于 Al, AA2,:…, 太 .. 

4 设 Aklk = 二 1,2,…n 十 1) 是 任意 二 1 个 向 量 的 集合 ， 恕 
果 上 0Az……An 是 相关 的 ， 则 ”+ 1 个 向 量 的 一 个 集合 也 是 相 
关 的 ; 如 果 不 是 这 样 ， 就 根据 练习 第 3 题 知 道 ， 向 量 El,…,EE。 
依赖 于 Ai, A2,… ,AAn， 因 为 Er(k = 1,2,-…,n) 可 以 取 作 坐标 
向 量 ， 所 以 Al 依赖 于 Bi, Ez,，…, En; 因此 ， 进 一 步 它 依赖 于 
起 1 ,起 2， 六 7. 

5. 用 向 量 形式 写 出 直线 方程 


Z=ArTB, 


其 中 B= (6,d, 由 入 = (a, C, e). 设 wo 是 从 P 到 该 直线 的 垂 足 并 且 
Xo = {zo, yo z0), 美 1 = (21, 护 2) 分 别 是 已 9 的 位 置 向 量 . 因为 已 
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在 直线 上 , 对 于 某 个 数 + 有 六 1 = AT+B. 此 外 , 从 (入 1 一半 0)- 和 A 二 0 
可 知 所 求 的 距离 4 由 下 式 给 定 : 


oR = | 其 | 一 其 0| = (KX1 — XK0): (AT+B— Xo) 
= (X1 — Ko) (B ~ Xo), 
= (21 ~ x0)(6 ~ £0) + (Yi — Yo)(d ~ yo) 
+ (21 ~ zo)(f — 20), 
其 中 


(z1 ;21) = (ar + ,cr + d,er + f), 


(Xo-B).A 
A 


_ gz 十 表 十 co 十 四 十 etz0 二 月 
02 十 o2 十 @2 
6. 不 是 . 为 了 证 明 这 个 结论 , 只 要 证 明 系 数 向 量 (1,2,3), {2,3,1), 
(3,1,2) 是 线性 无 关 的 . 例如， 可 用 练习 第 3 愿 解答 的 方法 ， 构 造 一 
向 量 集合 ， 它 由 依赖 于 系数 向 量 而且 互 相 垂直 的 向 量 组 成 . 
7， 这 等 价 于 在 练习 第 6 题 中 解 线 性 方程 组 ， 在 右边 以 常数 
91,02,03 代替 0,0,0 


1 ， 

Tl 二 18( 501 二 qz 十 ?Tas 
za = 工 (al 十 7as — Sas) 
冯 一 18 1 2 3 六 


了 
区 3 一 a 一 5aa2 十 3)， 


8. 根据 练习 第 7 题 的 解 便 得 到 


—5 1 7 
1 
一 1 一 5 1. 
站 
7 -5 1 
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9. 若 a 是 奇异 的 ， 则 列 向 量 和 A1, 态 9,…- ,到 ,是 相关 的 ， 如 果 
解 站 = (21, Z2, “0 ,Zn) 对 每 个 Y 存在 ， 那么 每 个 Y 都 会 有 表达 式 


YY 一 了 it 起 1 十 22 和 3 十 … 十 20 盘 ， 
但 是 Ag 不 张 成 整个 空间 - 


4 —2 —4 1 
oo 1 0 ] [= 一 之 中 
4 3 2 3 3 0 


il, =ad—bcA 0, 


1 dd 一 
Ace a 
12, 设 ae 二 ea 二 a 并 自 a'e = e/a = a 对 一 切 方 阵 & 成 立 ， 
那么 


13. b-la-!. 

14. 根据 我 们 的 定义 , 一 个 矩阵 是 奇异 的 , 当 且 仅 当 列 向 量 是 泪 
美的. 于 是 至 少 有 一 个 列 癌 量 可 以 表示 为 其 余 列 向 量 的 线性 组 合 
由 此 推 知 ， 映 象 中 的 任何 一 个 像 向 量 都 能 玫 示 成 不 超过 全 一 工 个 给 
定 疝 量 的 线性 组 合 ， 反 之 ， 如 果 象 空间 的 维 数 小 于 n, 则 和 矩阵 的 列 
向 量 定 是 线性 相关 的 ， 因 为 假使 它们 线性 无 关 ， 它们 的 线性 组 合 就 
会 张 成 ” 维 空 间 . 

15. 把 处 表示 成 (7 cosg,ysia 明 这 个 形式 ， 则 对 于 


有 
aX = (ycos(0 + 7Y), Ysin(d + 7)); 


因此 ，a 可 以 解释 为 向 量 经 过 角度 7 的 旋转 或 坐标 轴 经 过 角度 一 
的 旋转 ， 对 于 
b= cos sinYy 
( | 


有 


br = (Ycos(7y — 0), 7 sin(”y 一 妥 ); 


这 可 看 作 向 量 对 与 z 轴 倾 角 为 (1/2)Y 的 直线 的 反射 ， 或 先 类 倒 y 
轴 方 向 接着 整个 坐标 轴 经 过 前 度 -7 的 旋转 . 

16. 根据 (49a), 对 于 正 交 性 这 个 条 件 是 必要 的 . 同时 它 也 是 充 
分 的 ， 因 为 如 果 A: 是 a 的 第 上 个 列 向 量 ， 则 它 就 是 az 的 第 上 个 
行 向 量 ， 按 照 矩阵 乘法 的 定义 ， aa = 意味 着 
0， 当 了 天 大 
1， 当 了 一 大 . 

17. 令 c=ab, 若 c= (ch 则 ec = (cE) 其 中 


| 


co 一 天 = Dajkbks 一 Sa = fbz az 
上 =1 k=1 
18. 根据 练习 第 13,17 和 16 题 ， 如 果 a 与 b 是 正 交 的 ， 则 
(ab 并 = bTaT =b la ! = (ab)-:， 


对 于 ab 的 正 交 性 上 述 等 式 也 是 一 个 充分 条 忻 ， 
19. 车 其 = (zi, 22 Zn 和 Y= (M1; ya, Yn) 则 根据 (47) 
有 


(aX) . (aY) = (zl 和 + zaAzs+ -+ itnAn) 
‘(AL + YAa + + YnAn) 

= za1g1 十 za + Endyn- 
20. 一 个 保 长 的 矩阵 a 必定 也 是 保 数量 积 的 ， 因 为 
laX 二 ayY|2 = |aX|l: + |aYl + 2(aX). (aY) 


= {XP + IY + 2(ax) . (a¥) 


=laX+Y ={+YI 
= |X|2 + [YE + 2)XIlY! 


(参看 练习 第 18 题 答 案 }. 由 此 得 条 件 (47), 因为 每 个 坐标 向 量 BB 
被 映 象 到 a 的 列 向 量 AL. 

21. 设 这 些 质 点 是 入 1, XX2,… , 问 %， 它们 的 质量 分 别 是 rmi, m2， 
… meg, 很 定 进行 仿 射 变换 俱 ' = a + 和 A. 假设 质心 在 变换 前 后 分 
别 是 


天 天 人 
Xo= (nj ro Yo= (mx’)/ Dm, 
j=1 j=1 j=1 i=! 
注意 X0 = aXv 十 和 = Yo. 


练习 2.3 (p.191) 


1. (a) 0, 

(b) 2, 

(ec) 12, 

(di (ze — WY- 2)(2— z)(z+y+) 

2. + c= 2b. 

3. {2) 应 用 det(ea) = det(a), 

(b) 应 用 det (e) = det(aa™!). 

4. (a) —1, 

(b) 1 

(cj 一 1 

(d} 1. 

5. 如 果 行 列 式 的 所 有 元 素 都 等 于 0, 则 结果 立即 可 得 ， 否 则 ， 
我 们 可 以 假定 a11 关 0; 因为 如 果 ai 天 小 我 们 可 以 调换 第 一 行 与 第 
i 行 以 及 第 1 列 与 第 7 列 ， 使 ai; 位 于 第 工行 与 第 1 列 ， 这 样 做 也 
许 会 改变 行列 式 的 符号 ， 从 第 了 列 中 减 去 用 a1;/ai 乘 了 以 后 的 第 
1 列 ， 使 得 第 7 列 的 每 一 个 元 素 等 于 0, 可 用 类 似 的 方法 使 任何 一 
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行 的 每 一 个 元 素 等 于 0, 遂 过 这 种 运算 并 且 如 果 必 要 的 话 用 -1 乘 
第 1 行 ， 就 可 把 行列 式 转变 成 如 下 形式 

xr 0 0 
0 bh bh2 
0 bo baz 
这 个 过 程 同样 适用 于 子 行列 式 

bl bs 
bo Yo2 


3 


把 它 转变 成 
A 0D 
0 7 


这 个 形式 . 因为 在 子 行列 式 上 进行 的 运算 能 够 扩张 到 韧 始 行列 式 的 
行 和 列 而 不 影响 第 1 行 与 第 1 列 的 零 元 素 ， 这 样 就 得 到 了 所 求 的 
形式 ， 

6. 在 (66a) 中 仅 可 能 有 的 非 零 项 是 出 现在 ji = 1 为 =2 
=n 

7, 在 aj19js2… ain 中 ， 设 上 是 使 衣 关上 的 一 切 指 标 中 的 最 
小 者 .如果 赤 < 天 则 乘积 等 于 0. 如 果 元 > 则 对 于 某 一 个 因子 
akm (其 中 天 < oo) 大 必定 作为 一 个 行 指标 出 现 ; 因此 ， 这 和 飞 积 又 等 
于 0 于 是 allas?，…,ann 是 (66a) 中 仅 可 能 有 的 非 誉 项 . 

8. (a) (7 — Dy — z)(z — 2), 

{b) 一 12， 

(c) (203(302(40， 

乡 了 三 38 二 23 一 工 . 

10. 应 用 det{a): det (b) =det (aTh). 

11. 用 DD=(A+2B)(4 - B)? 

= [z+yt+2a)r + +2 ry yz ~ zo. 


12. 因为 这 个 行列 式 在 列 向 量 上 是 交错 形式 的 ， 直 接 可 以 得 到 
和 A= A+Bz. 对 于 z = 一 a, 乍 阵 是 平 三 角形 的 ;对 于 yz = - 消 矩阵 
是 上 三 角形 的 . 因此 ， 根 据 练习 第 7 题 有 


A+Ba= fla) HL A+ Bb= f(8). 


13, 根据 (57a), 在 c= (cjs) 的 情形 有 


好 
1(A,B)= cjkajby 
jk=1 


二 bp Gy pp cykby 
了 一 1 k=1 
=A.(CB) 
nn 位 
二 > bs >, CykQRi 
k=1 j=1 


=B.(CTA). 


14. 令 及 三 (x,Y, 2), 总 = (9, h,), 并 且 


1 
乌 74 32 
1 1 
二 | -dad 一 4 
a a 6 a 
1 1 
3° 27 ° 


再 把 二 次 方程 改写 成 如 下 形式 : 
X.(aX)+A-X+j=0. 
如 果 仿 射 变换 给 定 成 这 样 的 形式 
其 = bX+B, 
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它 的 道 变换 就 是 
X= CX'+C, 


这 里 c=b-!, C= -51B. 于 是 这 二 次 方程 在 新 坐标 系 下 是 
CX' (acX') + ClacX] + OCX .(aB) 
+A.OCX+C.(ac)+A.:B+j=0, 
应 用 前 一 练习 蚌 的 结果 便 可 把 这 表示 成 如 下 形式 
和 (ar 十 久居 十 让 0， 
其 中 
a = cz ac， 
A'=cT(aTc+aB+A), 
f=C.ac+A.B+j. 
15. 比较 齐 次 线性 方程 组 


Qt 二 a2y + dz= 0, 
hr+bay+ ez= 0, 
CIT 二 cay+ fz 二 人 0. 


如 果 这 个 方程 组 在 z = -1 时 有 解 ， 因 而 是 一 个 非 平凡 解 ， 于 是 行 
列 式 D 必定 等 于 零 . 反 过 来 ， 如 果 行 列 式 等 于 零 ， 列 向 量 便 是 相 


关 的 . 于 是 ， 存 在 常数 z,2 > 不 全 为 0, 使 得 


Al1+yA2+ zB =0, 


其 中 A; 三 (gs, bi, Ca) B = (d, €e) 万 - 不 可 能 之 三 0, 因为 否则 Al 与 
A 就 会 是 相关 的 ， 因 而 所 有 三 个 2 x 2 行列 式 都 会 等 于 0. 因此 ， 
我 们 可 以 用 --z 去 除 两 边 使 得 B 的 系数 为 一 1. 可 见 所 要 求 的 解 是 


存在 的 ， 


16. 直线 可 以 写成 向 量 形式 

耻 =At+B,， XX*=Ct+D. 
当 且 仅 当 A& 与 CC 相 平 行 时 ， 这 两 条 直线 相 平 行 (这 包括 两 条 直线 
重合 的 情形 ). 当 且 仅 当 存在 两 个 数 t1,tz 使 得 

All+B=Cts+D 
时 ， 该 两 直线 相交 . 于是， 按照 前 一 稻 的 解答 ， 所 求 条 件 是 ， 以 
A,C,B-—D 

为 列 向 量 的 答 阵 具有 等 于 零 的 行列 式 ， 也 就 是 


ZL C1 一 三 


a c2 及 一 上 |=0. 


as cs bd—ds 


17. 把 敌 ,j2,… jn 排列 成 1,2,…,n 汐 一 组 对 调 也 把 1,2,… ,n 
排列 成 和 ,2,… ,因此 ， 万, 四 和 与 和 ,各 和 或 者 都 
是 奇 的， 或 者 都 是 偶 的 . 

18. 这 在 向 量 形式 下 说 的 是 ， 向 量 方程 


aX = AX 
必定 至 少 有 一 个 非 零 解 ， 试 把 这 方程 重新 改写 成 齐 次 方程 的 形式 
(a — Ae)X = 0， 
其 中 e 是 单位 方 阵 ， 这 个 方程 有 非 平 几 解 ， 当 月 仅 当 
det (a — Ae) = 0. 


在 n 维 空间 中 这 是 ^ 的 n 次 多 项 式 方程 ,具有 首 项 (-1)" 和 ". 因 
此 ， 当 mn 是 奇数 时 ， 解 总 是 存在 的 . 
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练习 2.4 {p.218) 


1. 设 Xo 是 点 了 的 位 置 向 量 ， 并 且 把 直线 ! 表示 成 向 量 形式 
也 = At 十 也 从 局 到 上 的 距离 7 是 |Xo 一 孔 |smng 其 中 6 是 P-B 
与 入 之 间 的 光 角 ， 因 此 ， 


r = ICXo — B) x AI/IAL 


2. 速度 是 rw, 这 里 > 是 点 到 转轴 的 距离 . 根据 前 一 题 的 解答 ， 
车 以 卫 表示 原点 Xo 一 {z Y, 2) 并 且 入 = (a, 8,7Y), 网 


rw = wl(yy ~ zB)? + (zo — zy)? + (zh ~ yo) 
3. 把 这 三 个 点 的 位 置 向 量 分 别 叫做 下 1, 闫 2, 多 3， 如 果 关 = 


{z, 2 z} 表示 平面 土 任意 一 个 点 , 这 三 个 疝 量 美 1 一 羡 , 玉 2 一 久 , 入 gs 一 总 
就 落 在 一 个 二 维 空 间 上 ， 因 而 是 相关 的 ， 所 以 
det (Xi — X, XA2 — ,Xs 一 各) = 0. 
4 设 该 二 直线 的 方程 给 成 了 向 量 形式 如 !: 和 甘 = At 二 B 和 和 
1:X' = A +B'. 在 每 条 直线 上 ， 各 有 一 个 端点 的 最 短线 段 PP 
必然 垂直 于 这 两 条 直线 .因为 ， 比 如 说 PP 不 是 在 P' 点 稚 直 于 


那么 从 一 到 的 垂 线 就 会 比 了 PP' 短 ， 如果 苹 和 XK' 分 别 是 和 
P' 的 位 置 向 量 ， 则 


XX- X= At+B—-At—B’ = kAx A). 


为 了 决定 大 ,对 这 个 方程 用 (A x A 人 ) 做 点 乘 ， 就 得 出 


._ B-B).(AxA') 
-AxAP 


这 就 给 出 所 要 求 的 距离 d: 
=X— X= A x 和 全， 
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_ lB-B).(A x A 
FE 
5， 这 个 和 并 不 依赖 于 原点 的 选择 ， 因 为 选择 一 个 不 同 的 原点 
(a,5) 相当 于 把 每 个 行列 式 


d 


A _ Tk Tk+l1 用 Ak Th Yk+1— 人 Ct 
Yk Yk+l Vk —b Yeti—b 
代替 . 而 因 
2 & Zk a 
Ap 一 AR 一 | + “|， 
yk b ykt1 才 


每 个 相 加 的 行列 式 在 总 和 中 出 现 两 次 而 且 具 有 相反 的 符号 . 于 是 我 
们 可 以 选择 原点 在 多 边 形 的 内 部 . 名 边 形 面积 是 这 些 三 角形 OP Pl 
面积 的 总 和 ， 其 中 尺 = 1,2,…,n(Pnt1 = 号 ), 热 而 OPePeri 的 面 
积 恰 好 是 


Tk Thk+l 


1 
2 Yk Vktl 

6. 从 头 两 行 中 减 去 第 三 行 ， 即 可 见 该 行列 式 等 于 

ixa x 其 ?|， 
其 中 
其 1 一 (21 一 3, — Ya), Ko 一 (za 一 3392 一 Ya). 

7. 如 果 项 点 的 坐标 是 有 理 数 ， 则 用 行列 式 定义 的 三 角形 的 面 
积 显 然 是 有 理 数 ， 但 是 ， 对 于 具有 边 长 s 的 等 边 三 角形 的 面积 是 
242V3, 其 中 

so=(T— z+) GN 

显然 是 有 理 数 . 
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8. (a) 用 向 量 写 法 ， 这 说 的 是 
和 在 .有 x AN<IA)- IA'| 本 
这 显然 是 正确 的 ， 因 为 
[A' x A < A- 1A" 


并 且 
IDI=tA-.(A’ x AA) STA IA x A 


(b) 等 号 仅 当前 面 两 个 不 等 式 的 等 号 都 成 立时 才能 成 立 . 因此 ， 
和 ,A' 和 如" 必定 是 互相 垂直 的 ， 

9. (a) 如 果 B 与 C 是 相关 的 ， 警 如 说 C = XB, 这 时 恒等式 显 
然 成 立 . 否则 , 设 B, BxC, Bx (Bx) 三 个 方向 上 的 单位 向 量 分 
别 是 蕊 1, 也 2, 了 3, 出 它们 形成 一 组 正 交 基 . 通过 这 组 基 写 出 A,B, CC: 


A = al 了 + asBE2 十 oaBa， 
B = bE1,C = cE + csEs 
便 得 到 B x C = -ics 了 Ba 因而 
A x (B x ©) = bcs(asEi — aiEs). 
利用 BB = (1/b)B 与 Es = 1/cs[C - (c1/b)B] 便 得 到 
A x {Bx ©C) = (ac +aacs)B - (a1b)C. 
tb) 注意 
z= {Xx YY).(X!' x Y') = det (X,Y,X! x Y') 
= det(Y, X’ x ¥',X) = [了 x (Xx Y').X. 
应 用 练习 第 9 古 (al 便 得 到 


z= {(Y-Y)X'—(Y.X)Y)]:X. 


(c) 应 用 练习 第 9 题 (a) 改写 左边 表达 式 为 


U=[X. DY- (X.Y)D.™, 


其 中 
V=[Y. XZ (YD x {2. YX- (2.X)Y] 
=(Y: XN(Y .DZ xX)+(X. YX DY x 2) 
+(Z: YD. XX x Y). 
于 是 ， 


U(X. ZY .XIY ZI 人 xj 
(XYZ Xx Y=0. 
10. 设 马 是 方向 (-10,1) 于 的 单位 向 量 ， 于 是 
,8 
投球 = (zx,y,z) 是 任 一 点 的 位 置 向 量 ， 并 设 从 该 点 到 转轴 的 垂 足 的 
位 署 向 量 是 
A=(X.EE-= (ic _ 2),0, T(z -zj). 


注意 蓉 一 很 是 垂直 于 入 的 ， 并 且 引进 与 这 两 个 向 量 都 互相 
垂直 的 向 量 孔 x (X 一 A). 如 果 天 是 (z,y,z) 旋转 所 得 的 像 ， 则 
尺 一 入 也 是 垂直 于 和 并 由 所 给 定 的 条 件 给 出 


[入 一 让) x {(X' — A)= "7sin gE, 
其 中 7=| 基 一 Al 二 | 区 ' 一 AAl 是 下 到 轴 的 距离 令 
X= AA+AX— A)+vIE x (X~ A), 


这 是 我 们 可 以 作 的 , 因为 这 个 线性 组 合 中 所 出 现 的 向 量 都 是 下 秋 
直 的 . 从 [1K 一 A):.A=0 得 和 =1; 从 


(KX — A}.(X— A)=ricosy 
我 们 有 上 = coay. 最 后 ， 恨 据 练习 第 9 题 (a)， 
rsinpB = (X -A)x (XI -人 AA) 
=V{X—A}x'Ex(X-A) 
= UE; 
所 以 r+ = sinw. 由 于 
X-A= (s+s),y (r+)), 


Ex (X~ A)=ExX= 3VU-yr+.,-), 


便 得 到 其 = aX, 其 中 
{cosg + D) -Vising (cosp +1) 
a= 3 Vising CO0S 归 次 as 
3(cosg —1) -只 mw 3(cosp+ 1) 


11. 根据 练习 第 9(a) 题 ， 
X=[IAxB).DC-IAxB) CD 
= [(C xD).AIB -IC x D). BIA. 
因为 4, B,C 是 无 关 的 ， (A x BB) .PC 关 0, 所 以 我 们 可 以 对 了 求 
解 . 
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12. 设 ,2, Bs 是 新 坐标 系 中 的 单位 坐标 向 量 ， 我 们 有 

Es ' Es = cos9, 瑟 ; x (Es x Es) = si fsin w 杞 3， 

Bi x (Es x Bh) = ~ singsinyE,. 
还 有 Bi {Es x E14) = singcos 由 并 且 BE’: (Es x BE) = sinf cosyy. 
于 是 ， 从 练习 第 9(a) 题 ， 有 

(Ei : Es) = sinGsing, Ei :Ea = sin bsip 节 . 
现在 ， 令 ， 
E; = yoi, 


j=1 


其 中 
(91) = (E; : B’) 


是 我 们 要 寻求 的 方 阵 ， 从 我 们 已 经 知道 的 条 件 便 得 出 
013 = sinOsin gy, a31 = singsiny, ass = cos0, 


根据 Es x Es = snbsinyE3 + assBE1 并 用 EB' 对 其 两 边 取 数量 积 便 
得 到 
E' . (Es x Es) = sinf cosy = gg2. 


于 是 
Es = —sin sinyE! + sinb cos WE + cos OBR,. 


运用 这 个 对 于 Es 的 展开 式 并 在 如 下 方程 组 中 对 al! 和 a12 求解 
Ei :Es = 0， [Eil? = 1, 
便 得 到 


Qll = ~ cos bsingsinyw + cos cosy, 
Cl12 = —costsingeostyp + cos sin. 
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在 关于 all, a12 的 这 些 表 达 式 中 未 确定 的 符号 是 通过 这 一 条 件 
Ei: (Es x Es) = sinOcosg 


来 确定 的 ， 它 使 得 在 al 表达 式 中 到 正 号 ， 而 在 ai2 表达 式 中 取 负 
号 . 令 也 二 Es x 也 1, 终于 得 到 


一 598 晶 Si 记功 Sin 仿 —cosbsingcoswy sinfsing 


十 Cog geosy —coswpsiny 
(aij)= | cos@cospcosp cosgcosg@coswy —singcosg 
十 si 从 Cos 地 一 Sim 由 sin 幼 
Sin fsin yw sinO cosy Cos 及 


注意 这 个 结果 对 于 8= 0 或 了 也 成 立 ， 这 是 在 少 和 毕 成 为 不 
确定 的 时 候 ， 而 这 分 别 在 多 十 区 = zOz 或 -和 =YOz 时 发 生 . 

角 ,8 也 称 为 欧 拉 角 . 我 们 的 结果 表明 ， 具 有 行列 式 值 为 
+1 的 最 一 般 的 正 交 方 阵 能 够 通过 三 个 变量 p, 引 ,8 表示 成 “参量 形 
式 ”, 这 些 参 量 受 下 列 不 等 式 限 制 : 


0<6<T， 0 芝 由 < 2r，0 艾 协 < Yn. 


13. 设 入 = ai 了 ER 十 az 也 2 十 … 十 GmBm 是 7 上 的 一 个 非 零 向 
看 ， 它 垂直 于 mw' 上 的 一 切 向 量 ， 比 如 说 具有 ai 天 0. 


五 ; = 1/a(A— aFy 一 … 一 em 五)， 
根据 (85a) 我 们 得 到 
p= 二 人 一 oz 了 Ba -一 am 了 En 了 2 ,瑟瑟 到, 
1 


三 AB, ,En; EB, Es, ,也 ] 一 0. 


反之 ， 著 上 = 0, 则 在 & 的 行列 式 表 示 (85a) 中 的 列 向 量 是 线 
性 相关 的 ， 对 于 某 一 组 不 全 为 零 的 系数 有 


NEB: :E+AMB. .Bh+ ,+ AnB. -EB', =0 
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(只 一 1 2 7) 
于 是 
Er: (MB 十 MPs + :+ AmE’,) 一 0， 
因而 我 们 在 z' 中 有 一 个 向 量 正 交 于 每 一 个 基 向 量 ， 从 而 垂直 于 
中 的 每 一 个 向 量 . 
练习 2.5 (p.231) 
,ll 设 p 的 坐标 是 (7z1,22,73), @ 的 坐标 是 (zf, zz3)， 于 是 
PQ 代表 向 量 U, 其 中 i = x 一 当 . P 与 Q@ 在 新 坐标 系 中 的 坐标 
由 (89a) 给 出 ( 带 有 适当 的 撤 ”“), 因而 PQ 所 代表 的 向 量具 有 分 量 
Vi 二 HW 一 Wy 
它们 显然 满足 (89a). 
5. 设 曲线 由 向 量 买 ( 力 表示 ， 并 设 参量 的 三 个 值 由 t,t1,tz 给 
定 . 于 是 相应 的 点 表示 为 系 = 居间 , 闫 ( = 自 (#1), 生 2 一 时 (t). 通过 
该 三 个 点 的 平面 的 法 线 平行 于 
(Xl 一 马 ) x (Xs 一 其 ). 


假设 所 一 = 各, 包 - 上 = ha, 并且 应 用 泰勒 定理 ， 便 得 到 


其 ; 一 =X+ 守 hh + mit 


于 是 ， 保 留 低 阶 项 便 得 到 
(XL 一 买 ) x {> 一 及 ) 


_1 dX TX 
一 古本 


在 与 上 趋向 于 0 的 极限 情形 下 ，: 趋向 于 如 , 密切 平面 在 


— (hh? 一 kh2). 


Xo = (to) 
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的 法 线 取 


dx dx 
二 x 页 
的 方向 ， 于 是 ， 密 切 平面 上 的 每 -点 的 位 置 疝 量 Y 满足 
(人 -xzo (党 x 各)=0 
6. 根据 前 一 练习 题 的 结果 ,我 们 必须 证 明 2 与 区 都 委 直 
于 至 x 人 这 .这 是 直接 根据 


AX _ SE 
ds dt ds ds2 dtds? dt? \ds 


7. 设 曲 线 由 其 (3) 给 定 ， 其 中 s 是 弧 长 ， 用 泰勒 定理 展开 其 : 
X(s) = KX(s0) + KX (s0)! + YO(L), 
其 中 1 = 一 so 而 YY 是 有 界 的 于是， 因为 |X‘(s0)| = 1, 我 们 有 
d—i=|X(s) — X(so)| -1 
=|X'(s0)! — YO(R)| -1 
< [Xi'(so)ft + O(2) 一 


这 意味 着 d -i= CD = o(D). 
8. 根据 上 面 第 6 题 的 解答 ， 有 


一 3 = | Bi + 人 (人 >) |: 
注意 到 
dt 1 
一 区 TT 
即 有 
d2t XK" 


dT 
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于 是 
_ xP/X"P — (XK - -Xx 
dX eX 


六 是 守 与 全 的 线性 组 


9 根据 练习 第 6 题 的 解答 ， 六 


合 . 
10. 设 C 用 其 ( 芒 表示 ， 并 假设 B 的 位 置 向 量 久 (to) 不 是 
的 端点 . 设立 是 4 的 位 置 向 量 。 JY 一 买 (to)| 是 极 小 ， 条 件 是 


三 2 _ 
| — Rt) = 0; 
这 也 就 是 
[YY ~ X(to)] :X(to) = 


11. 设 曲 线 由 舍 参 量 的 向 量 素 (8) 给 定 ， 其 中 2 = acosb, y = 
&sin8. 切 平面 只 与 > 和 4 有 关 而 与 z 无 关 ， 并 且 它 与 y 轴 的 夹 角 
为 8. 曲线 的 切 向 量 下 ' 的 z 分 量 满足 


Ei 


VT 
或 f 
“cotd 
J = cot vt. 
于 是 
2 = +tacot O; 
从 而 
Zz 二 C 土 alog sin 6. 
关于 该 曲线 的 曲率 参看 练习 第 8 题 . 
12. 根据 到 /4d6 = (一 sin0,cos 69,ainh 49), 我 们 有 
2 - (一 cos 乡 一 sing,4cosh 40)， 


解答 给 出 对 于 密切 平面 上 任何 一 点 Y 的 方程 


/dX dX 
0=(Y-X) (年 * 了) 
其 中 法 向 量 给 定 如 下 ; 
dx RX 
a xX 602 一 (Ni, Na, Na), 


Ni = Acostcosh A + sinb sinh 40， 
Nz = Asin bcosh 48 — cos 0 sinh 49， 
Ns=1. 


原点 到 平面 的 距离 是 | 和 .NI/IN|, 而 由 于 XX-+N = (4 十 1/4)Jcosh A9 
且 |N|?2 = (42 + lycosh 249, 便 立 即 得 到 结果 . 

13. {a). 设 X(t) 是 曲线 的 参量 表达 式 ， 并 令 已; 下 (ti). 根据 
2.4 节 练 习 第 3 题 ， 通 过 这 三 个 点 的 平面 是 


(Xi —X)- [Ks — K) x (Xa — X)] = 0， 
或 
于 -Xl X Xz 2 X Ka 二 外 3 x 其 1] = Xl (Ky X Xa), 


因此 结果 成 立 . 
(b) 该 三 个 密切 平面 有 方程 
(X — Xi) (Xe x XH) =0 
(根据 练习 第 6 题 ), 或 借助 坐标 写 出 如 下 ; 
37 可 Gte 3t2 


了 +z 一 人 =0. 


于 是 ， 如 果 (x,y,z) 是 三 个 密切 平面 的 一 个 公共 点 ， 则 ,tz,ts 是 
上 述 方 程 的 三 个 根 ， 该 方程 的 系数 是 


3z 
#1 十 经 十 妇 三 局 ， 
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台 
tita + tot3 十 tat1 一 


titztsa = 茎 . 

14. 因为 一 个 球面 岂 定 于 不 共 面 的 任意 四 个 点 ， 我 们 可 以 附加 
四 个 条 件 在 密切 球 上 ;球面 与 曲线 的 密切 接触 是 3 阶 的 . 设 XX(s) 
是 曲线 用 弧 长 作 参 量 的 表达 式 ， 而 4 是 球 的 重心 。 要求 (X 一 A) 
是 3 阶地 趋 于 0; 于 是 ， 从 文 P = 1 与 广 . 广 = 0， 


(下 一 A}): 广 =0, 
(多 一 A) :其 +1 一 中， 
(X—A): 色 =0. 
从 这 三 个 方程 的 头 一 个 和 最 后 一 个 得 到 
XA=AXxT), 
其 中 和 是 通过 第 二 个 方程 给 定 的 .因此 
六 x 天 
15. 在 上 题 的 解答 中 令 | 关 一 Al=1. 
16. 根据 练习 第 6 题 ， 因 为 名 是 切 平 的 法 线 ， 所 以 了 一 léal. 
其 次 ， 因 为 喜与 点 是 孔 相 垂直 的 ， 


入 二 其 十 


ba = of1 + bés 
é3 = cf + dé2. 
微 商 与 = 总 x 53, 得 到 
2 = (é2 x €3) + (a x €3) = —aés 一 csi 


* 452 : 


因此 ae = -te C = 0. 根据 名 = df2 有 d= 土 1/7; 取 负 号 ， 为 了 
确定 5, 微 商 &3 = (t1 x é&2}: 
és = -6 = (人 x €2) — (全 xx 各 ) = —bés; 
因此 5= 177. 
17. (a) 微分 义 = &1 = 碾 2, 得 到 ; 
(a) X= Kézs+ Kés = 一 Et + Re2+ 3 
(b) 根据 练习 第 14 题 的 结果 ， 得 到 


18, 因为 1/7 := | 名 | = 0, 所 以 6 =0 并 因此 总 必然 是 一 个 党 
向 量 . 于 是 由 0 二 6483 二 祷 .& == 十) 可 以 推 知 四 53 二 常 
数 ， 

19. 设 盘 与 卫 分 别 是 4 与 已 的 位 置 向 量 , 令 针 = 和 一 了 ， 
而 入 = -了 . 这 个 等 式 给 出 


三 。 
元 [| = -a:P, 
因为 直接 从 微分 公式 得 出 
ad d XK. 义 
rb = X= -x 


只 需 令 a= XX/|XX|. 
20. (a) 像 上 题 的 解答 中 那样 令 和 = A 一 卫 . 根据 上 题 的 解答 
有 
-P= 文人 (Xla) = (a P)at Xe: 


从 而 直接 得 出 所 要 的 结果 . 
(b) 在 下 式 中 引进 去 的 表达 式 以 及 bb 的 类 似 的 表达 式 : 


P=uat+vh+we+t dant + we. 
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21. (a) 设 曲 线 通过 买 (t) 给 定 ， 则 上 曲面 有 参量 方程 


Y = X(t) + XE). 


oY BY 


向 量 37 x -是 曲面 的 法 线 ， 但 是 


aY 9Y 
8X 和 寻 
也 是 密切 平 而 的 法 线 . 
{b) 令 Y= (z, 2 z), X(t) 三 (ott), BIt}, Y(t)), 于 是 ， I 与 区 是 
t 与 入 的 函数 并 且 满 足 


一 以 (xx [X(t) + 入 (E)] = AX(E) x XE) 


v= a(t) + Ma(t), 
y= Pt) + MC). 


用 
uz 用 = 了 十 和 的 


通过 对 t 与 和 的 微 商 来 计算 wzzs wyy, wzy- 对 zx 微 商 
Y=X(t)+AX(t) 
得 到 (X= s) 
Ys = (1,0,4z2) = ( 计 十 A)ts 十 处 ,s. 
写 出 站 x Ys 并 在 4 与 z 方向 上 让 分 量 相 等 便 得 到 
Pus = ato(B,rY), p=-st(o, 8), 
其 中 (wv) 是 如 下 定义 的 
(ww,) = 各 一 广 . 


于 是 
_ _ {8,”) Bb 


Wb) “7 op) 
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类 似 地 ， 从 京 x Y， 得 到 


_ (7,0) a 
wD 7 gD 


注意 us 与 ty 不 依赖 于 和 , 便 由 此 得 出 


ytd 6 dh, 

dt sla,B) dl(a,d)’ 

a a ToT) 

Hyy = yi sfa, BY dt (oa, BY)’ 

:ad ___&e di 

i 

pd eB dl{o) 
aa 人 

由 此 直接 得 出 结果 . 


第 三 章 
练习 3.1 a [p.237) 


1 令 yur == Ya 十 Cf(a,yn), 其 中 是 常数 ， 然 后 用 第 一 卷 第 
6.3 节 的 < 与 d, 取 pty) 二 了 +Cf(a,W). 为 了 保证 收 人 敏 ， 我们 要 求 
le"! < 4 < 1 在 某 个 包含 5 的 区 间 上 ， 并 取 足 够 小 的 &. 因此， 我 
们 试图 固定 C 使 得 yp!'(3) 接近 于 0, 或 


my __t 
fula, b) 
因此 我 们 先 息 设 记 (a ,站 天 0. 


实际 上 ， 我 们 取 C = 一 1/fy(o, Vo), 其 中 如 接近 于 要 寻找 的 解 
b. 于 是 收 伍 的 条 件 成 为 


fla, yo) — fy(a,W) 


lp"()| = Cy 


<g<1, 
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对 所 的 某 个 邻 域内 的 一 切 了 成立， 假设 用 满足 利 普 希 芯 条 件 ， 基 
不 等 式 
[f(a,72) — fyla. Mm)l < kin 一 中 | 


在 的 某 个 邻 域 成 立 ， 在 这 个 邻 域 内 ， 设 * 是 某 个 也 许 小 一 些 的 邻 
域 的 半径 ， 在 其 中 8f/6y 离开 0 有 一 个 距离 ， 即 


f(a) >m>0; 
这 样 的 邻 域 确 是 存在 的 ， 这 是 由 于 利 善 希 茨 条 件 以 及 
Fl(e,b) A0, 
无 论 初始 选择 怎样 的 yo 只 要 满足 
[yo 一 下 < max {s, 2 } 
就 有 选 代 过 程 收 化 到 5, 这 是 因为 


1 
IY < 50" 一. 


练习 3.1 B (p.239) 


1. (a) 切 平面 是 水 平 的 。 曲面 交 切 平面 于 一 对 直线 y= 二 z 与 
y = 一 zx; 因此 ， 在 {zo, 60) 邻 域内 ，y 不 可 能 表示 成 zx 的 晴 数 . 
{b) 曲面 是 母线 平行 于 向 量 ij 的 柱 面 ， 于 是 直线 


y=1— 2z, 2 一 心 


落 在 曲面 上 并 且 给 出 所 知 要 的 解 y = 1 一. 

(c) 曲面 是 母线 平行 于 1 一 j 的 柱 面 ， 解 是 y= 1/2 一 7. 

{中 ) 切 平面 y+ z = 0 不 是 水 平 的 .因此 曲线 f(z,y) = 0 在 原 
点 与 直线 y = 0 相 切 . 
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练习 3.1 c {p.243) 
1. 从 两 边 减 去 右边 的 常数 ， 便 可 将 每 个 方程 表示 成 
F(z, 切 三 0 


的 形式 .定理 的 条 件 是 满足 的 . 特别 是 ， 每 个 狭 足 F(zxo,yo) = 0 的 
给 定点 是 初始 解 ， 而 且 (zo,yo) 有 非 等 值 ， 即 (a) 4, (b) 一 1, (c) 
2, (d) 6. 
2. (a) pe 
(b) 显 式 ，2 = TT/2z; 因此 y= 一 x/223. 
隐 式 y= = 交 2 9. 
{c) 显 式 y= 1/z; 因此 y= 一 1/z?. 


2r+Y $5 


隐 式 y = 一 /2 一 1. 
+ 5z4 
d 久 = 一 
(dy zy 
3. 四 = -6(z2 +zy+y) 一 委 _21 
. (x + 2y)3 yg) 32 


(b) y” = Tr. 


Or 
人) 及 —{150z3%3(10 一 zy) 十 20(z6 十 区) 十 3Szg 一 30]， 
“ 19 (2 + 5y4)3 


了 
4. 根据 它 的 二 阶 微 帘 的 正 号 ， (b) 与 (c). 
5. 假设 在 每 一 个 取 极 值 的 邻 域 里 ， 所 给 方程 确定 y 作为 x 的 
一 个 可 微 函数 ， 则 在 极 值 点 有 五 {x,y) = 0. 极 大 值 y = 5 极 小 值 
y= —b. 


6. 令 F(z,y) =Y 一 细 一 / (yd 并 注意 
Bwy) =1- / fu(€, dE >0 
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对 于 足够 接近 zo 的 x 成 立 . 
练习 3.1 d (p.247) 


1. 在 (0,0) 附近 疙 z, 妇 = 玫 十 > 

2. 就 给 出 与 练习 第 1 题 相同 的 函 教 . 

3. 因为 丽人 2, 切 = (3y? 一 2y 十 1) 十 x2 是 关于 y 的 二 次 恒 正 表 
达 式 与 一 个 平方 的 和 ， 故 有 所/(5, 奶 > 0, 对 一 切 z,y 成 立 ， 所 以 对 
每 一 个 z, F(z 是 对 yy 严格 增加 的 ， 从 而 F{z,9) = 0 对 于 每 一 
个 固定 的 zx, 不 可 能 有 多 于 一 个 的 解 ， 这 样 的 解 必定 存在 ， 因 为 ， 
对 于 每 一 个 mm 坊 一 六 十 (1 二 22)g = G(z, 胃 可取 正 、 负 两 种 符号 
的 任意 大 的 值 ， 只 要 y 取 适 当 的 值 ， 根 据 中 值 定理 ， 可 见 G(z,%) 
取 遍 一 切实 数值 ， 特 别 是 ， 可 找到 3 的 某 个 值 使 得 G{z,y) = (2); 
因此 ， 对 每 一 个 z 和 这 个 3 值 ， 我 们 有 


F(z,9) = G(T, — $2) = 0. 


练习 3,1 e (p.249) 
1 令 F(x,y, 2) =T+y+zZ— EN 世 世 2， 经 计算 知 


F.(0,0,0) = 工 关 0， 
Bz Yecoszyz—1 Oz zzcos zyz— 1 
dr 1—zycoryz Oy 1— aycosrye 
2. 因为 每 一 个 方程 都 能 表达 成 形 如 F(z,#,y,…) = 0, 其 中 上 
是 经 过 有 理 运算 并 应 用 单 变量 连续 可 捡 函 数 形 成 的 , 所 以 只 需 检验 
在 该 点 处 的 微 商 Fs 不 为 0. 
(a) F, = 1, 
(b) Fr 一 —6, 
(c) 对 于 


F(x,y,2) =1+7T+y— coshls + 2) — sainh(y + 2), 
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3. 对 于 
f(z 2) =2+ty+2+ey2, (0,0,0)=1z#0, 
第 二 阶 到 第 四 阶 项 全 等 于 0; z = 一 z 一 yy 十 …. 
练习 3.2 a (p.255) 


1. (&) 方程 只 在 点 {0,0) 被 满足 ， 切 线 和 法 线 都 不 存在 . 
fb) (€ — xz)le* siny 一 eysinz] 十 (一切 [e*cosgy 十 eycosz] = 0: 


(9 — x)le cosy 十 加 cosz — (7 — le siny ~ eYsinz]=0. 


tc) 方程 只 在 点 (一 1, /2+2k7) 被 满足 ; 切线 和 法 线 都 不 存在 . 
(d) (€ — xz)2r + coss) + {7 — Wy —1)=0; 
(€ ~ z)(2y 1) — (7 ~ (2+ cos 2) = 0. 
(e) (€ — z)(322) + (7 — (dy? — sinhy) = 0; 
(€ — 2)(4y — sinhy) — (9 — W377) = 0. 
(fj 方程 只 在 正 x 轴 和 正 y 轴 被 满足 . 对 于 z 二 0,y >0 切线 
基 工 =0 而 法 线 是 7 = 对 于 Y= 0,w > D0, 切线 是 y=0 而 法 线 
是 t= 
2. 一 1. 
3. 根据 第 一 卷 (p.488) 4.1h 的 问题 5， 
_ 723 十 272— rp’ 
(r2 + 2)3/2 ， 


其 中 搬 “" 标志 着 对 6 的 微 商 . 在 * 的 公式 中 , 通过 了 的 偏 微 商 . 
写 入 r" 和 7” 的 表达 式 便 得 到 


(f2 十 r2 了 2)372 
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4. 注意 Fs = =6lz+y 一 oj=0 当 =+#=a 应 用 (13), 
便 得 到 
Fen — 2FrFoy + PiFyy 一 一 54zyFcy = 0, 
因为 在 交 线 上 有 zy =0. 
§, 4 = 土 l, = 一 -=. 


6. 国 周 无, KK', K" 可 以 用 下 列 方程 表示 : 
K=w+yw +art+byt+c=0, 
K'=2+P+orthyte =0, 
KE" + art+yt+e =0. 
因此 ， 经 过 4 和 B 的 任 一 个 圆周 通过 K' + 和 AK" 二 0 给 定 。 要 图 
周 天 正 交 于 K' 与 K" 的 条 件 是 
a + —2(c+re)=0, 
aa + bh’ —2(c+e")=0. 


根据 这 些 条 件 ， 立 即 可 得 表达 KK 与 K' 十 和 AK" 正 交 性 的 相应 关系 . 
练习 3.2 b (p.258) 


1. (a). 二 重点 ， 

{b) 两 个 分 支 切 于 = 办， 

(c). 一 个 角 点 一 一 对 于 x = 0+ 斜率 是 小 对 于 z= 07 斜率 
是 1 

(d) 尖 点 ; 

(e) 尖 点 . 

2. 坐标 轴 . 

3. y = x2{1 土 zl73). 曲线 在 原点 形成 一 个 尖 点 。 它 的 两 个 分 支 
位 于 它们 公 切 线 的 同一 后 . 
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4. 曲线 族 是 由 曲线 (z 一 0)* = cy? 经 过 角度 a 的 旋转 得 到 的 
5. 对 方程 下 =0 关于 z 微 商 两 次 并 应 用 互 = 0 这 个 事实 , 便 


得 刘 加 
2 /FF2 一 总 -已 
p= arctan i”Y | 
Frz + Fyy 
于 是 有 


(a) /2; (b) /2. 
6. 注意 在 原点 的 切线 是 y = 0 与 ax+by = 0, 分 别 在 两 种 情况 
下 展开 y 到 二 阶 : 


上 
y= 3 十 
a 1 
y= r+3 bz 十，…-， 


将 这 些 表 达 式 写 入 原始 方 穆 里 ， 便 得 到 6, 于 是 得 到 
a 2¢ 有 2(a3g — a2bf 一 ab2e — be) 
Eh 


练习 3.2 c {p.261) 


1. {a} 5z 十 78 —21z+9=0, 
fb) 202 + ly 十 3z = 36, 
(czT—-y—z2+n/8=0, 
(dj z+2z—2=0, 
(el 该 曲面 在 原点 没有 切 平面 ， 


2. 每 个 方程 都 有 这 样 -一 个 形式 ， 下 (x,y,z) = 常数 .垂直 于 各 
个 曲面 的 向 量 (i, ,了 2) 给 出 如 下 ， 


人- 动 
包 22 了 
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人 yy Z z 
2 i 


这 些 向 量 的 任何 两 个 的 数量 积 都 等 于 0. 
3. z(y + 2) = ay. 


4 因为 这 是 一 个 旋转 曲面 ， 我 们 可 以 假定 y = 0. 设 (oa0c) 
是 这 曲面 上 的 点 ， 因 而 时 - 衬 = 1 在 这 点 的 切 平 面 是 


az — cz=1. 
交 线 是 (z - cjc= (z ~ a)a = tacy. 
5. 根据 欧 拉 关系 ， 切 平面 的 方程 
(€—z)Fs+(n— WFy+(C -2)F =0 
能 表 成 如 下 形式 ， 


Fe + nh + = oh, +yPy+zh, =hF(r,y,2)=h 


和 -22 2 


1 一 » 
2z22— zy 2z2— wy 


6. zz 一 
7. (al 0， 
(b) arc cos 1/v5， 
(c) arc cos 4/5, 
《qd) /2, 
(e) 没有 意义 . 


练习 3.3 a (p.268) 


1. (a) 圆 癌 十 呈 = esi 通过 原点 的 直线 Esiny 一 Hcosy 二 人 0 
(bj 擅 物 线 颖 ， 了 一 Ve? 一 2é2, n= Vy + 2¢y; 
(c) 1 = cos zw(l +1/€2.), 1 = cosy(l + £2); 
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(d) 抛物 线 
上 = 从 一 29(1 十 z3 十 于 十 37 十 二 
了 一 二 一 269g 十 锥 十 四 十 于 


(ej €=0" ,= 
(f) 直线 上 = 常数 ，79 = 常数 (9 之); 
(g) 椭圆 强 


£2 — 2¢n sin2s + 7 = cos? 27%, 
£2 — 20sin 2 二 ?7 = cos2 2y; 


(h) 线段 二 = ei%2, (el <n<e),n =e (el <t<e). 

2. 这 方程 只 允许 在 = = yy 二 0 取 值 . 所 以 区 域 是 平面 ， 它 的 象 
是 5 平面 中 的 开 的 第 一 像 眼 . 

3. 区 域 是 由 两 个 贺 总 十 形 =8 关 十 胖 =32 以 及 两 条 双 曲 线 
一 地 二 2, 如 一 对 =6 转 成 的 . 

4. 不 是 . 这 里 司 平面 的 原点 是 任何 一 个 点 (0, 妨 的 像 . 


练习 3.8 b (p.271) 


1， 为 此 ， 只 和 需 证明， 在 具有 笛 卡 儿 举 标 (a,8) 的 点 上 ， 曲 线 
=a, = 8 有 不 同 的 方向 ， 其 中 


oa= [sinb)/(a—1)}, B= atanb. 


对 于 = 和 a 有 dz _ (a—1)cosb, 
dy sinb 
对 于 ”=8 有 
dz —& 


dy ~ cos2 bsinb’ 
于 是 , 除了 满 是 coss* 6 = af(1 一 0) 的 点 外 ， 曲 线 坐 标 对 一 切 点 都 有 
定义 . 
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2. (£1 +m 1 =1. 

3 如 在 第 1 题 的 解答 中 那样 ， 这 些 点 具有 笛 卡 儿 坐 标 (a, 纪 )， 
在 这 些 点 曲线 上 = a 和 ?= 有 有 同一 个 方向 ， 在 这 种 情况 下 ， 这 些 
点 在 “45" 直线 "b= ta 上 . 


练习 3.3 c (p.274) 


1. 用 


就 得 到 


加 € ¢ 
i Tt 


2.7 二 WE+ 久 十 台 十 2， 
Vz2 十 天 十 2 
1 


$= arctan Dp = arctan 


/2 十 这 
四 Es 
0 = arctan z/y. 


这 里 7 = 常数 是 三 维 球面 , 其 中 心 在 原点 半径 为 7; $= 常数 是 起 锥 
面 ， 由 经 过 O 并 与 w 四 成 $ 角 的 一 切 直 线 产 生 的 ，= 常数 的 集 
合 是 通过 w 轴 并 与 x 辅 交 成 区 角 的 所 有 平面 的 和 集 ; ”6= 常数 的 
集合 是 包含 + 轴 ，w 轴 并 与 y 轴 夹 9 角 的 所 有 三 维 空间 的 和 集 ， 


练习 3.3 d (p.278) 


1. (a) ad — be， (b) 1/ + (c) 4ry 
(d) 1/(z? + 2) (e) —32°y (f) 9233 + 1. 
2. 若 ad 一 be = 0, 所 有 点 ; 车 ad 一 te 关 0, 没有 . 
(b) 没有 (对 于 2 = y= 0 变换 没有 意义 ). 
(c) 坐标 轴 ， 
(d) 没有 、 可 是 ， 因 为 所 有 点 (z,y 十 2n7) 有 辐 一 的 像 所 以 没有 
整体 的 逆 . 
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(e) 坐标 铀 . 
(f) 没有 . 
3. (a) D = el; re = 1 = €/(62 + 2); 
Tn = Ye = N/E + TP); 
Peé = Ye = 一 209 = (€2 — /E+ 
Ye = 一 269 = 一 im = —2En/ (Ee2 + 92)2. 
(b) 石 =4z2 二 2) 满足 7 = V 经 十 时 ,0= arctangAEi 
了 VFeos 0; 


1 .1 
Ye = -Ey = — Vrsin ~ 


2 2 
1 
Tes = Yen = 一 zz = -A cos 30/2; 


TE 三 Y= 


Vet = TE = Yn = 2 sin 39/2. 
[c) D = 2sio(z ~ Y)/ coss (+ Y), te = Ye = 1/2(1 + £2), 
zn = yn = 1/2Vi -ps; vee = yee = —é/(1 + £2); 
Ze = Ye =: O07 nn = —m = /2(1 — ns 
(dj D = cosh (zx + ¥); we = {cosh )/ D; zn = 一 (sinh y)}/D; 
ye = (sinh xz}/ D; yn = (cosh z}/D. 
ree = —[cosh ?ysinhfz + y) + sinh? 2)/D!; 
we = 了 ein 2ysinh{s 十 切 — sinh 2z]/ 万 3; 
zm 二 一 [sinh2gyasinh(ze 十 廊 十 cosh2o]/D3i 
yee = [cosh 2y ~ sinh? zsinhfz + y)]/ D3; 
Wen = 一 5 lsinh 2y + sinh 2zsinhfz + y}}/ DY, 
Ym = [Sinh? y — cosh ?2 sinh(z + /DS. 
(e) D = ry ~ 3y4, ze = 27/3(273 — 3), 
Za = —Y/ (D7 — 9), ye = —y/A27 — FF), 
yy = 7/ yr — 1); 
ZEk = 一 52 + Sy) 28 一 pp), 
Zen = HIT + /B27 一 多) 
Pim 二 一 2z2(z3 + ys)/y(27 — 3)3, 


. A465 . 


yet = 22(728 十 名 )/3(2z2 一 久久 ， 
Ven = 一 2r2(z3 + 4 ) /22 ~ Ys, 
Ynn = 27(¥ 十 B33 — oe) /2 ~ 1 ). 
4. (a) 设 mi 和 1mz 是 x,y 平面 上 通过 点 (a,b 了 ) 的 两 条 曲 线 的 
斜率 ， 设 各 和 pz2 是 ,7 平面 二 对 应 点 的 对 应 余 罕 。 用 


Wm _ dn/dr _ (On/0r) + m(On/dy) 


~ dfdr (Bt/82)+m(Oé/By) 
_ m(e? — )— 2ab 


og — 2mab 


得 
P2 — M1 = mi m2 
TI 十 Pa 1+mimz 
因此 ， 两 个 曲线 则 的 夹 角 数 量 上 保持 一 致 而 转向 相反 . 
(人 b) 注意 吕 十 吧 = 1/(z2 十 沪 ). 将 加 


(za +(y-0 =7 


表示 为 
22+ 2ar 2 = a -bb. 
由 此 变换 为 曲线 
L 2 2 2 
上 十 和 十 于 EBT" 人 
或 


(£2 Fr? 一 a2 — bP) + 2aé + 2bm = 1. 


除非 原来 的 立 通 过 原点 ， 这 就 表示 ,7 平面 土 的 一 个 图 ， 此 外 ， 如 
果 2 一 2 一 辽 二 0 则 像 是 一 条 直线 . 

{c] =1/(z2 + 2. 

5. 根据 练习 4(b) 的 解 ， 反 变换 了 贞 pip2ps 为 对 应 前 相等 的 通常 
的 三 角形 . 
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6, 设 ms 和 tmz 是 通过 点 (4,8) 的 曲线 斜率 而 请 ,na 是 它们 的 
像 的 对 应 斜率 ， 福 据 


一 一 一 一 二 一 一 一 


立 名 得 出 
HH2 Hl 二 Ts 一 TR 
1 十 pa 1+mms 
7. 法 线 是 
一 ~ TY 
Us Uy 


当 且 仅 当 ruy 一 yrs = 0 时 它 通 过 z 轴 ， 项 面 是 旋转 曲面 的 充分 必 
枝条 件 是 z = f(w), 其 中 加 = 到 十 只 . 因此 ， 曲 线 z = 常数 和 w= 
常数 是 间 样 的 ， 并 且 映 像 (5,3) 一 fw,z) 的 雅 可 上 比 式 必须 为 0, 也 
就 是 ， 
dg) ol 3 
ds) | Wy 
8. (a) 如 果 不 是 上 < 以 要 图 ) 就 是 b < 上 < a( 双 曲线 ), 那么 焦点 
是 (0,++c), 其 中 c= Ya~%. 
(b) 如 果 我 们 用 F(z,9, 录 表示 定义 二 和 妇 的 方程 的 左边 ， 则 
两 条 曲线 六 = 常数 和 to= 常数 和 分别 由 隐 函 数 方 程 


Fz,t)=1 和 Flz,yt2)=1 
给 定 。 因此， 它们 正 交 的 条 件 是 
0 = Frm, yh) Fr(, Yt2) + Pylz, yt) Pyle, yt2) 
4r? 4y? 
es) (nn) 
但 是 这 个 关系 是 F(z,y,1) 一 F(z,y, 刀 ) 二 0 的 直接 结果 . 


(c) 用 来 定义 和 如 的 二 次 方程 的 系数 分 别 等 于 刀 , 志 和 (四 十 
tz). 于 是 我 们 得 到 两 个 关于 zx 和 妨 的 线性 方程 ， 从 而 


sy, yf 


=0, 


db,t2) _ 4zyla — b) 
d(x,y) fat 2 — blr — ye) + (+) 
(e) fig B92 . 

ai tn) {a—ta)b— to) 

9.，(a) 设 定义 t 的 方程 的 左边 是 F(t)，F 是 + 的 连续 函数 
{00 <t < cj, 并 且 所 (一 00) =0, Fe 一 修 = +o0; 所 以 在 这 个 区 间 
内 至 少 有 一 个 点 使 得 F = 1. 类 做 的 结果 也 适用 于 别 的 区 何 . 

(b) 参看 练习 第 8 题 (bj 

(c) 参看 练习 第 8 是 (c)， 


二 土 (a —ti)(a ~ ta)(a — 9) 
(a —b)(a ~ ce) 


对 于 y 和 > 有 类 似 的 公式 , 
10. (a) 应 用 练习 第 6 题 的 结果 . 
(b) 设 = = rcosg y = rsmb 则 直线 9= 常数 被 变换 到 图 
锥 曲线 避 = 二- cos26, 圆周 > = 常数 被 变换 到 圆 惧 曲 线 


(d) 


t= 7 + 人 tr 
1. 的) 用 (24d) 如 下 


或 者 用 (a) 分 题 的 结果 


六 习 3.3 e (P.284) 
1. (a) 1, (b) 4za, (c) Pf. 
2. (a), (c), 在 fb) 分 题 中 ， wo = v6 = 1 不 在 复合 变换 的 变化 
范 丑 内 . 
3. 应 用 (31b). 
4. 反 变 换 
工 二 Je， y= qa(é,0) 
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存在 .第 一 个 结果 这 样 获得 ， 通 过 与 给 定 映像 形成 复合 
z= f{p(€),9(m)) = a(é, 1), 


7=7= A(é,, 
从 而 
dam) Hs), Mr) _ ds, D/A Y). 
dEm) dry AE dlé,MD/d(r,y)’ 
但 是 jz 本 Oz Bz 9 
Ha nl 
Aen) 区 " 


练习 3.3 f {p291) 

1. {a), (b). 在 分 题 (c) 中 给 定 值 不 满足 方程 ， 
练习 3.3 g (p.298)} 

1. 在 w=v 一 1 情况 下 ， 


za 二 1 十 3 + 3 一 2uto — ww2), 


il 1, 2 加 
=1 了 人 Ww) + gl + 2uw 一 w"). 
2. 相同 . 
练习 3.3 h (p.301) 


1.£= z+ le|,n = y. 
2. 若 函 数 是 相关 的 ， 则 Of,D/8(z,2) = a8 -bo =0. 


练习 3.3 i (p.303) 


1, (faj 一 esz cosy, 
{b) 0, 


人 Ee _ ee _ (cosh z)y*—! sinh z|， 


cosh 29/ 
(d) 一 z2 sin z, 
{e) 2， 
2. 存在 这 样 一 个 区 域 ， 在 其 上 &,n,¢ 的 某 个 函数 便 等 于 零 ， 条 
件 是 8(é,m,6)/8(z,y,z) =0. 
3. 练习 第 1 题 (b) 是 相关 的 三 元 组 : 


(+P +o— £) +EN = a(n+ pp) 

) 1 1 1 

BET 
4 Br ye 27 2y 2 

2 十 2 企 十 法 十 下 

5. (a) 因为 两 个 曲 曾 之 间 的 夹 角 基 它 们 法 线 之 间 的 夹 角 ， 故 我 

们 只 需 证 明 任 何 两 个 方向 之 间 的 夹 角 是 不 变 的 . 设 s 是 在 (zx,y,z) 

空间 中 的 任何 一 条 曲线 的 红 长 ， 又 上 = (名 加 引 = 文 是 单位 切 向 

量 ， 这 里 打点 表示 对 s 的 微 商 ， 显 然 的 方向 映像 到 7 的 方向 ， 


三 0 t 一 太一 20 一 (0. 


itm Mt 


像 的 方向 7 通过 t 与 关 由 下 式 给 定 
2{t - XX 
iE 


由 此 容易 得 出 ， 在 系 相交 的 两 条 曲线 之 间 的 夹 钊 的 余弦 由 


T1 :72 一 tt2 给 定 . 


T= 三 一 


(b) 仿效 第 279 页 练习 第 4 题 (b) 的 解答 的 做 法 . 
(©) -te + + 2 


练习 3.4 a (p.314) 
1. fa) ds? = sin2 vdu? + dv2, 


.470 


{b) ds? = cosh vadv? + (1 + 2sinh? vdv: 


{ce) ds2 = (1 + f 3)dz? + f2d0°, 


2 (bh -ta)(t — 13) 
(ddr ee 
(t2 — t1)(ta — ta) 2 


a nj to 
2. EFE=G= coshilt/a), FPF=0. 
3. KX, = (cos VsinV. oa); K, = (usinV ucos ,0): 因此 XX - 
及 ,一 0. 
4. de? = (1 + 22)dr? + 22r 3ydrdy + (1 + zy)dy?. 


之 2 2 
5 EG Fe Yu Zi Zu Tw Tu Yu 


1 


yo 加 
用 雅 可 比 变换 公式 . 

6， 引进 坐标 x,y,z 使 得 成 为 原点 ，P 点 的 切 平面 成 为 my 
平面 ， 七 成 为 = 轴 . 这 样 ， 5 的 方程 便 取 这 样 的 形式 > = fx, 细 )， 
其 中 f(0,0) = (0,0) =0. 经 过 上 的 一 个 平面 2 便 由 方程 > = oy 
给 定 . 现在 我 们 引进 7 = V 到 十 好 与 z 做 为 了 上 的 坐标 ， 则 马 与 
3 的 充 由 隐 式 方程 给 出 如 下 ， 


2  b Ty yo 


rt A 
因此 ， 交 线 在 点 + = 0,7 = 0 的 曲率 由 下 式 给 定 (参看 第 241 页 ): 


友 二 YL+c 
于 是 ， 这 段 的 曲率 中 心 的 坐标 是 
-0 加 1 Cx 
TY AVI f+ as) 


sa 2 
kylteo fre(Ho2) 
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也 就 是 ， 它 落 在 策 周 六 =( 交 十 2) 一 z=0 上 . 

7， 取 在 了 点 的 切 平面 作为 (z,2) 平面 ， 则 5 的 方程 可 以 取 
为 z = f(z, 员 , 而 法 平面 则 由 方程 z = ay 给 定 ， 在 这 个 平面 上 取 
7 二 V2 十 妃 与 z 作为 举 标 便 有 


:= 1{ es, A) 
vitoi vito?s/’ 
并 且 它 在 7 =0 处 的 


k= 无 c(0.0) 一 一 一 + afry(0,0)——s + fyy(0,0)——s= 


1 2 1 2 ET 2 


长 度 为 的 向 量 的 末端 沿 着 直线 + 移动 ， 于 是 有 坐标 


Vk 
el 1 
VIVE YY 7 


这 就 是 说 ， 它 落 在 如 下 二 次 曲线 上 ， 


,之 一 由 


Tf 十 25y fy 十 fyy =1. 
8. (a) 对 曲线 的 参量 将 两 个 方程 微 商 ， 我 们 得 到 
wm 十 3 十 z2 =0, orz + byy +cezz’ = 0. 


根据 这 些 关 系 我 们 能 找到 比例 2 : y : = 这 也 就 是 切线 的 方向 . 者 
(#,7,6) 是 流动 坐标 ， 则 场 线 方程 是 


(€— £2):(n— :0—2z)= 


c—b @ 一 c b—a 
:人 :一 


{p) 借助 曲线 方程 的 第 二 次 微 商 并 应 用 (2) 的 结果 ， 我 们 得 到 
220 十 yy ger 一 一 (z 3 十 y2 + z 2) 


_ A 1}, 


2 z2 
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QZX 十 byy” + ere" 


-fc 人 ae) + t=), 


本 J 2 
这 里 入 是 比例 因子 . 消去 入 ,我们 有 


&fe 一 -by + te —e)? + ce(b — a)? } 


和 时 有 
(sr" + yy + zz ){ 一 - 磷 本 


= (aznz7 + byy" + eat"){ 人 上 + 机 oO) Lo) }. 


22 
如 果 我 们 用 zy ,zx 代替 六 这 个 关于 2",3/',z” 的 线性 方 
程 保 持 成 立 ， 因 此 ， 如 果 我 们 用 某 些 线性 组 合 


Ar + yr", AU + py, Az + a" 


分 别 代替 z",y,z”, 它们 仍旧 满足 . 现在 如 果 (#,7,6) 是 在 平面 上 ， 
风 站 一 2 ,9 一 疙 6 一 z 正好 是 这 样 一 个 线性 组 合 。 (参看 练习 第 6 
题 ， 第 232 页 ) 

因此 ， 密 切 平面 的 方程 是 


好- 


一 2) = 


9. 对 两 条 曲线 取 4 作为 参量 , 则 可 在 (48) 中 , 取 4=9,v= 9i 
并 且 dufdt = dvfdr = 1, 如 /此 = -1, dv/dr = 1, E = a2,G = 
a? sin? 6. 曲线 的 切线 便 由 坐标 向 量 5,j,k 给 定 如 下; 


让 一 Xo XX, =a(lcos dcos $ + sin Gsin gj 
+a(lcos#sin ysin8 cos $)j ~ asin Ok, 
并 且 人文 |? = a?({1 + sim? 9) 在 这 两 种 情况 下 都 一 样 ， 还 有 


X=20(tcos dsing — sind cos )i 
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+2a(FcosGcos gp — singsin $j — acos tk. 
应 用 第 2.5 节 练 习 第 8 题 的 公式 便 得 结论 . 


练习 3.4 b {p.317) 
1. 这 映像 除了 在 4 = v = 0 外 到 处 是 共 形 的 ， 因 为 柯 西 - 黎 
受 方 穆 被 满足 ， 在 原点 ， 所 有 一 价 微 商 都 等 于 0. 在 极 坐 标 


妈 一 让 Cos 有， Y=rsing 


中 ， 这 上 映像 成 为 > 一 mr2 cos 390, y = msin26; 于 是 ,在 原点 所 有 幅 角 
都 是 成 倍 的 . | 

2. 无 论 何 时 它 是 有 定义 的 ， 这 也 就 是 除了 直线 w = 0 以 外 到 
处 都 可 以 . 

3. 以 p= 于 -29= 下 十 钨 验证 柯 西 -和 获 曼 方程 


Op_ 外 cz 07 By 
Bt Ya "Bu 


4. (a) 由 (40f) 推 知 
= 4r4/(u? 十 2 十 72)2， 
匠 , 于, = 二 0, 


在 (48) 中 令 五 =G 和 请 二 0 便 得 到 所 要 求 的 结果 . 
(b) 球面 上 的 圆周 是 球面 与 平面 (比如 说 PP) 的 交 线 如果 平面 
P 经 过 北极 , 测 地 投影 就 把 圆周 映射 到 PP 与 zy 平面 的 交 线 .更 一 
般 地 ， 如 果 P 有 方程 az + by 十 cz = 4, 则 根据 (40f) 有 
{ec— dw + 03] 十 2ar2u 十 28r2u = r2(er + d), 
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这 在 c= d 时 是 一 个 直 线 方 牺 ， 而 在 c 关 4 时 是 一 个 圆 方程 . 
(oc) 根据 (40f)， 


0 
对 赤道 平面 的 反射 产生 变换 (w,9) 一 (&, 人 中, 这 里 


一 也 . wn-_Y 
《一 了 1 十 2zAr- 


从 (40f) 中 摘 掉 z,y 与 z, 我 们 得 到 


r2 r2v 


[| 7 二 本 
诊 十 邮 ” 22 十 92 


é 


这 是 对 半径 为 7 的 一 个 圆周 的 反 演 的 方程 组 . 
{d) 根据 分 题 (a) 的 结果 ， 


加 dr 
vr 
5. 按照 (48) 给 定 的 角度 必须 满足 

du/dt. du/dr + dv/dt dv/dr 
duadty? + (dv/adt)2 [dw adr) + (dv /dr)] 


取 正 交 向 量 对 (duyjdt djdb = (0,1) 与 (dwjdr,dv/dr) = (1,0) 给 
出 王 =0. 类 似 地 ， 正 交 对 {1,1), (1 一 I) 给 出 五 =CG. 若 召 和 G 
不 是 中 则 满足 条 件 


de? (du? + dv?). 


CO08 二 


E=G, F=0. 
6. 根据 练习 第 5 题 的 解答 ， 我 们 要 求 
召 =sin2f = 少 2? = G， 


解 方程 几 = sin 几 我 们 得 到 


由 一 logtan 或 = 2arctane”. 
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练习 3.5 a (p.320) 


1. (a) 一 族 相似 的 椭圆， 这 些 椭 圆 中 心 在 原点 ， 对 称 轴 与 傣 析 
轴 共 线 . 

(b) 中 心 在 y 轴 上 并 与 x 轴 相 切 的 圆 族 . 

(c) 不 是 一 族 ; < 的 各 个 值 产生 同一 条 曲线 ， 即 单位 贺 


Z2 十 名 一 工 . 
2. 半径 为 1 中 心 在 如 下 直线 上 的 球面 : 


1 
z=y-1= 3(++V2). 


练习 3.5 b (p.323) 


1. 没有 .例如 ， 可 考虑 一 条 直线 或 一 个 圆周 的 全 部 法 线 . 
2. 一 个 包 络 ， 它 满足 参量 方程 


r=—p{e), y=—V(0) + pe). 


如 果 风 有 一 个 道 办, 我 们 可 以 令 记 -z) = (ww 下 ( 一 2) 并 利用 < = 
人 (~2) 来 得 到 非 人 参量 方程 


y= 2p( 7) + ($2)). 
据 此 ， 
y= 条 一 2) — pe) p(T) G2) 
= 下 一直 
在 y 的 表达 式 中 写 入 c= 红 一 z) = 六 , 就 得 到 所 要 求 的 结果 ， 


练习 3.5 c (p.330) 
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1. {a) 消去 上 得 到 


= 了 2 2 
y= rtana 一 Far 【1 + tan oa)， 


设 c= tana 是 这 个 族 的 参量 如 下 : 
02 


212 


2 


1 
二 ct 一 ge’, (a) 


其 包 络 具有 方程 


tb) 对 一 个 固定 的 > 有 
图 /de 二 2 一 egrz2ju2，d2gjae2 = -gm21o2 < 0. 


因为 在 包 络 上 ，dy/dc = 0, 我 们 由 此 得 出 结论 : 对 任何 一 个 给 定 的 
z, 包 络 上 的 点 是 所 能 到 达 的 目标 的 最 高 点 . 
(c) 对 于 y 低 于 最 大 秆 的 点 (2,9), 二 次 方程 (a) 对 于 c 有 两 个 
解 . 
2. [a) 抛物 线 好 = 4z; 
人 fb) 直线 了 = +2y; 1 
(0) 双 曲 线 zy 一 士 5 
(d) 直线 y = 二 az. 
3. 设 曲 线 的 方程 通过 参量 形式 z = p(y = w(t) 给 定 ， 圆 旋 
的 包 络 满足 


[2 — $2) + [yo BE) = yp, 
[z — pO)G (tt) + [y ~ PE) = 0. 


这 是 使 动 点 (7,) 落 在 法 线 方向 上 并 与 点 ( 诬 昌 , 史 ( 四 ) 距离 为 p 的 
精确 条 件 . 
4. 在 曲线 上 我 们 可 以 引进 上 作为 参量 ， 使 得 这 曲线 通过 


2 = z(t), y = Mt), 2 = z(t) 
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给 定 ， 而 且 使 得 在 具有 参量 的 点 处 的 场 线 落 在 对 应 于 t 的 两 个 平 
面 上 ; 这 就 给 出 这 样 两 个 关系 ; 


arT’+by +cezs =0, dr'+ey tfz2'=0. 
通过 对 + 微 商 这 些 直 线 方程 ， 就 得 到 
art+byi+cez=0, dre+ey+fz=0. 


又 由 关系 
art+by+cz=drt+eyt+ fz, 
我 们 就 有 三 个 关于 zx,y,z 的 齐 次 方程 而 且 系 数 行列 式 必须 是 0. 
5. (a) 以 t 为 参量 ， C" 的 参量 方程 组 由 如 下 方程 组 定义 
ér+m=1, tr +m =0. 


在 第 一 个 方程 中 ， 对 + 上 取 通 常 微 商 ， 再 用 到 第 二 个 方程 ， 我 们 就 得 
到 
tr+ry=0. 

这 与 第 一 个 方程 结合 起 来 ， 就 确定 了 C' 的 极 性 逆 ， 它 显然 就 是 曲 
线 己 . 

(b) €2(1 — a2) + (1 — 62) — 2abén + 2aé + 2br = 1. 

(c) a2E2 + P= 1. 

6. 母 切 线 的 方程 是 

2sing 十 ycosB = altsind + cos# — 1). 
7. 车 (xz?/a?) 土 (VY 如) = 1 是 该 圆锥 曲线 的 方程 ， 则 
(zz 十 yw) 2 4(a2z2 + by) 

是 包 络 的 方程 注意 ， 如 果 这 网 锥 曲线 是 矩形 的 双 上 曲线， 则 这 个 包 
络 就 是 普通 双 纽 线 (x? + 2)2 = 4azfz2 一 邮 )， 
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3. (a) 若 全 是 被 参量 形式 处 = 恩 轿 给 定 ， 则 垂 足 曲线 上 的 Y 
就 由 下 列 条 件 确定 ， 


(Y-X).Y=0, YY.X’=0. 
圆周 上 的 点 3 必须 满足 
1、.Y2 12 3 ywr 
(2- 3X) = 或 22 -ZX=0. 


于 是 为 了 在 包 络 上 2 必须 满足 ZX' = 0. 这 就 是 ZZ 在 垂 足 曲 线 上 
的 条 件 . 

(b) 从 垂 足 曲 线 的 原始 定义 ， 得 一 心脏 线 + = all + cos 角 , 其 
中 a 是 圆周 的 半径 ， 4 是 相对 于 从 0 到 图 心 方向 的 方位 角 . 

9. 如 果 该 椭圆 有 方程 (z2?/a2) 十 ( 护 / 妨 ) = 1, 则 包 络 也 是 一 个 
椭圆 ， 其 方程 是 


练习 3.5 d (p.334) 
1. 这 是 一 族 椭 球 (z2/a?) 十 ( 严 /如 ) + (22/e) = 1, 满足 
abc = 上, 
为 一 固定 数 .其 包 络 是 
ryz = ka/3V27. 
2. 这 是 一 族 到 原点 具有 单位 距离 的 平面 ， 其 包 络 是 单位 球 
zx2 十 只 十 22 = 1， 


3. (a) VT+ VY+ Y= ， 


(Db) 22/3 + ys + 23 = 1. 
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4. 对 包 络 我 们 有 两 个 方程 
Tcosti+ ysint+i+z=t, 


— 2anti+ycost= i. 


这 两 个 方程 给 出 以 t 为 参量 的 一 族 直 线 , 如 果 以 这 样 的 直线 作 
为 切线 的 曲线 存在 , 它 也 必须 满足 经 过 再 一 次 微 商 而 得 到 的 方程 . 

{aj rsinfz + Vri—~1—0+1=0, 

{p) 曲线 给 定 由 z=6 一 7/2,7=1. 

5， 设 P(z,y,z) 是 在 管状 曲面 互 上 的 一 点 ， 又 设 5 是 与 孔 
相交 于 P 的 一 族 球 面 . 于 是 5 与 互 在 已 点 有 相同 的 切 平 面 ， 
这 也 就 是 说 在 这 个 点 z,y,z,zz,zy 有 相同 的 值 . 因此 ， 只 需 证 明 ， 
对 于 任何 一 个 半径 为 1 而 中 心 在 zy 平面 上 的 球面 (也 就 是 对 于 
uz, 切 二 V1 一 (wv 一 9)? 一 (yy 一? ) 这 样 的 关系 成 立 . 

6. 利用 反 演 .因为 91, 52, 5s 经 过 原点 ， 它 们 被 变换 成 平面 
所 以 我 们 只 需求 得 这 样 一 些 球面 的 包 络 , 这些 球 面 与 三 个 平面 相 切 
(也 就 是 某 个 圆锥 ), 我 们 再 把 这 包 络 反 演 为 


(zs2 + + 2 (s+ + 3) +y +2) 
— 3(z2+y +2 22y— 222— 2yz) = 人 0. 


7. (a) 若 卫 措 成 了 的 垂 足 曲线 ", 在 垂直 于 了 所 在 平面 的 平 
面 上 ,以 OP 为 直径 作 一 个 圆 ; 则 包 络 是 通过 这 些 变动 的 圆周 所 产 
生 的 曲面 . 

(b) 见 分 题 (a) 与 第 3.5 节 < 的 练习 8(b) 的 解答 . 

8. 这 是 一 族 平面 (z/e) + (y/5) + (z/c) = 1 满足 abe = K; 包 
络 则 是 通过 这 个 方程 连同 下 列 两 个 方程 来 确定 : 

SE 0 y+ 
a2 


这 结合 第 一 个 方程 便 给 出 


via=y/b= z/c= 3 
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从 耐 
ZY2 一 区， 
9. 这 样 一 个 平面 必须 包含 第 一 条 抛物 线 在 点 (az,2a,0) 处 的 切 
向 量 于 = (&,1,0), 还 包含 第 二 条 抛物 线 在 点 ( 矿 ,0,2b) 处 的 场 向 量 
有 = (4,0,1). 切线 相交 的 条 件 给 出 6 = +a, 以 及 交点 (a2,0,0). 
用 二 x = (1, 一 a, 一) 作为 平面 的 法 线 ， 我 们 就 得 到 它 的 方程 
z-afy+ 攻 十 轨 =0, 也 a 作为 参量 ， 而 以 抛物 柱 面 4z = (y+ 2)? 
作为 包 络 ， 


练习 3.6 a (p.339) 


1.《a — siny, 
(b) (ea + + eS)(u — 9) + Sabcv, 
{c¢} 4uw. 


练习 3.6 b (p.341) 


1, (a) —2zydrdy: 
(b) (对 ~ dr2y? + yt)drdy:; 
{c) (a? + bdzaydz. 
2. 因为 w = Adz + Bdy + Cdz, 我 们 有 


2 =Adrdz + Bidydy + Cdzdz + AB(drdy + dydz) 
+ BC(dydz + dzdy) + CALdzdz -+ drdz), 


而 在 w? 中 的 每 一 项 都 等 于 零 ， 换 句 话 说， 因为 我 们 知道 对 于 任何 
两 个 这 样 的 型 使 得 wlus = -wawl 的 都 有 w2 = -ww 所 以 w? = 0. 
3. 应 用 练习 第 2 愿 的 结果 . 
4. 改写 左边 成 如 下 形式 


[Cw1 + w3) + (om + wa)][(w1 + wa) 一 (ooa + wa))], 


再 运用 练习 第 3 题 的 结果 . 


5, Li (L2La) 一 {41dz 十 Bidy 十 Cidz) 


8 [ey A A 
,0 | act azdzt| ~ so 
Ca Cs 4a As B» Bs 
Ba BB Ca CG A。 A 
-{4 i ol dzdydz, 
C2 C3 用 As p1 3 
其 中 dzrdydz 的 系数 是 对 于 行列 式 
4 加 
4a Ba C2 
As Bs Cs 
按 第 一 行 的 子 式 展 开 式 ， 
练习 3.6 c (p.346) 
Hd 下 
1. (a) -上 十 Bid 
(b) 2drdy, 
{c) 0， 
(d) z(cosy 一 1) sin z, 
(se) 0. 
2. 因 wi = Aidz + Bidy + Cedzli = 1,2), 我 们 有 
0B DC ac 女皇 
dm) = { (Bt) 
DC dA: B41 00 
+( + 有 -和 5 ) 
人 8 dB 
十 (BB 十 M1 一 ha 
Ao 
一 号 证 ) Yardydz 
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-{( 富 -总 )4+( 生 -天 间 


上 (2 _ ) a } ddyd 


14( 魏 - 移 ) + 如 - 破 ) 


十 c 人 (这 一 2) Yardydz 


一 {dw Jw1 十 Wl (de 
3. 根据 练习 第 2 题 ， 若 dw = dz = 0, 则 d(wiwa) = 0- 
练习 3.6 d (p.356) 


1. 考虑 F(X) = f(p,9.0) = 9(z,y,z) 作为 空间 的 点 的 陶 数 ， 


根据 微分 的 形式 不 变性 我 们 知道 
dF = dg = t+ VF 

-fg ofas + 

= 芒 如 + 殖 遇 + 贡 明 
办 此， 

-8712 1 2 
YF-dX = (aa+ p30 | painw 到 ") 必 

从 而 


of 180f + 1 Bf 
Op peg peng oo™ 


练习 3.7 b {p.362) 


1. {a) 鞍点 在 
y=0,75 = 7/3+ 2nn; 
极 小 点 在 
y=0, z= —7/3+ 2nn, 
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(b) 极 大 在 = ==7/4 填 2n7,y =x/4+ 2n7 和 w= 3r14 十 2n7r， 
y 二 3X7/4 十 2n7; 极 小 在 z= 二 7/4+2n7n, y= 3r/4+2n7r 和 z= 
37/4 + 2nn, y = /4 + 2nn. 

(0) 鞍点 在 = ==0,y 一 | 

(d) 没有 稳定 点 . 

(e) 邯 点 在 * = 0, y = 0. 

2. 极 大 在 x = 0,y = 士 1; 极 小 在 x =y=0. 

3, 极 小 在 zf = 1,y = 各 鞍点 在 z= 一 1,g ==2. 

4. af20,4/10,0/10. 

5. 在 平面 上 非 正 常 极 小 点 


6. 极 大 化 了 = zy[100 ~ 2(z+ 切 . 当 z= y= 50/3, z= 100/3 
时 体积 达到 极 大 ， Vmax = (25/27) x 104 英寸 3 s 5.4 英尺 3. 

7. 令 下 = (zj 2) 并 设 站 个 点 是 (atpicij6G 二 1,2,… ,nn). 为 
了 根 小 化 2[(z - oi)? 十 (y 一 如 十 [zz 一 ci)3], 令 


2Z(z — 6i) = 27(y ~ bi) = 2 ~ ci) = 0; 


因此 = = (1/n)Zes, 9 = (1/n)Zh, z = (1/n)Derz. 该 和 数 在 ”个 点 
的 重心 处 达到 极 小 . 


练习 3.7 c (p.367) 


1. 取 Flz,y,2) = zy2 二 A2(r + + 2 — 100|. 
由 本 = yz 十 25， 刀 二 zz 二 24， 已 二 Ty 十 入 知 极 值 出 现时 有 


V == ~2A = —2Ahy = 一 At 
因而 ， z = 2z = 2y. 将 此 写 入 约 东 条 件 ， 就 得 到 
z= 100/3,2 = y= 8/3. 这 与 前 面 一 样 . 


2. z=y= ,z=L. 
2 16 
3. z=—y=1/V2,z2=1. 
4. 取 这 ” 个 点 的 重心 为 原点 ， 并 设 它 们 的 坐标 是 (ai,;). 设 
= {z, 切 并 设 这 直线 由 Az + By = C 给 定 。 把 拉 格 朗 日 乘 数 法 
运用 到 
Dlr- a + (vy— b+ (0 — Ar— By), 


我 们 就 得 到 
2nz — AA = 2ny— AB=0; 
从 而 
和 一 2nC 
~ A2 + B2° 
于 是 


AC BC 
EIB' YY” A+B 
这 就 是 说 ， X 是 在 直线 上 到 重心 最 近 的 点 . 

5. 设 5 表示 曲线 f(z,y) = C, 5' 表示 曲线 gz, 攻 = C0'. 3 与 
5' 在 (站 有 接触 点 ， 一 般 说 来 , 在 菜 个 邻 域内 f(z, 四 -在 5 的 
一 侧 是 正 的 , 而 在 S 的 另 一 侧 是 负 的 ; 这 对 于 $(z, 臣 一 C' 与 5' 也 是 
类 似 的 . 例如 , 如 果 f(a, 驴 是 f 的 极 大 值 则 在 S' 上 f(z,y)-C <0， 
也 就 是 5' 整个 地 在 3 的 一 边 上 ， 于 是 5 也 就 是 在 3' 的 一 边 上 . 
这 也 就 是 说 ， $(z, 切 - C 在 5 上 有 不 变 的 符号 ， 而 当 它 在 (a,) 
等 于 0 时 ， 它 就 在 该 点 处 有 一 个 极 大 或 一 个 极 小 . 


练习 3.7 e (p.375) 


1. 对 于 光滑 的 了 与 极 小 值 C 象征 着 等 量 而 f(x,y,*)}= 0 
与 虹 面 以 z,2 z) = 0 相 切 ， 

2. 在 两 个 柱 面 o(z, 切 = 0 (x,z) =0 的 交 线 上 寻找 f(z,y,z) 
的 一 个 极 值 点 . 狠 设 了 是 光滑 的 而 且 交 线 是 光滑 曲线 ， 那 么 这 点 就 
出 现在 的 等 量 面 与 曲线 相 切 处 , 


了 
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练习 3.7 f (p.379) 
1. 对 下 式 求 极 值 
{z~aP+(y—b +(z- ce +AMD- Ar— By— Cz) 
得 到 条 件 


2(rz -0 —34=2y -DAB=2z- 0 —AC=0; 


从 而 
2D- 04 -4bB~cO) 
A2+B2+C? 
这 给 出 
ar AD-oA-bB-e0) 
A2+BI+TC2 * |! 
因而 最 小 距离 p 给 定 如 下 : 
_ ID-a4-4bB-co| 
7 Vi 


2. (4+ VD/V3, (4 — VE)/ v2. 
3. 最 大 值 同 对 于 表达 式 ax? + 2bzy + cy? 在 辅助 条 件 


ez? +2fzy +gy =1 


之 下 求 极 大 和 值 是 相同 的 . 

4. 参看 练习 第 3 题 . 

{a) 14/3 + 2V67/3， 

(b) 顶 数 有 一 个 非 严 格 的 极 大 值 (p.357) 等 于 1.95, 当 yj/z = 
0.64 时 . 

5. 辆 加 显然 与 贺 租 切 ， 也 就 是 说 ， 这 两 个 方程 必须 对 给 出 
两 重 根 . 因此 ， 接 触 条 件 是 


a3fb2 — 1) = 86,0 = /V2,b = V372. 


6. (一 1/V14, 一 2/V14, 一 3/Y14)， 这 是 在 联接 给 定点 与 中 心 的 
直线 上 . 

7,， 4 = a?/z, B = 总 jy, C = cz 以 及 如 下 辅助 条 件 一 起 
(z2?/a2) 十 1927 的 ) + lj =1. 


(a) > = -7 3 
3/2 


Dr rere 
8. 顶点 给 定 于 z= a/V3,y = 二 gb/vV3,z= ev3. 


9. 项 点 给 定 于 z = o2/v 旺 十 呈 ,y 一 大 /va 十 玉 . 

10. z = 1 = 1 

11. 最 长 轴 通 过 2 十 邮 十 婉 的 最 大 值 给 定 ， 其 中 辅助 条 件 
是 (z,y,z) 落 在 椭 球 上 ， 因 此 ， 我 们 有 这 样 三 个 方程 


SMar + dy + ez),' 


VE 
分 别 用 x,y,z 乘 这 些 等 式 而 后 相 加 ， 我 们 有 
一 WwW 十 包 十 好 二 1 


另 一 方面 ,我们 可 以 把 这 些 方程 看 作 是 三 个 关于 z,y,z 的 线 竹 方程 
组 ， 它 们 的 行列 式 必 须 等 于 零 . 
12. (a) 相当 于 对 下 式 求 极 大 


alog x + blogy+ clogz+ A — x ~ — 2*). 


这 给 出 ; 
hp Ok_ 0 ko £, 
AT = EY PA EE 
从 而 | 
和 一 天 (十 上 十 
当 
上 一 C k b 大 © 
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最 大 值 被 达到 而 且 等 于 


GaBbec 
YY ro eeere 

{b) 设 z=wf(u+vtw), = v/v w), 2 = w/t w), 
并 代入 

abpce 
(@ 十 六 十 CeHete 

13. 参看 第 338 页 上 对 三 角形 的 类 似 的 证 明 ， 极 小 点 0 确实 
存在 . 首先 证 明 ，10 不 是 项 点 之 一 ， 于 是 它 只 能 是 对 角 线 的 交点 . 
用 这 样 一 个 事实 ， 向 量 和 为 O 的 4 个 单位 向 量 的 末 点 形成 一 个 矩 
形 . 然后 证 明 ， 对 和 角 线 交点 与 任何 一 个 顶点 相 比 ， 它 到 顶点 的 距离 
之 和 是 较 小 的 . 

14. 假设 a,8 这 一 对 与 c,d 这 一 对 是 相 邻 的 . 设 $ 是 4 与 5b 之 
间 的 夹 角 ， 攻 是 c 与 4 之 间 的 夹 角 .问题 是 要 在 条 件 


(zz < 


flp,b) = (a + -Zabcosp) ~ (+ -2cdcosf)=0 


之 下 使 
4(p, 划 = F(absinp + cdsinp) 


最 大 . 让 各 个 微 商 (9/6wp)(4 十 Xf 了) 与 (8/60w)(4 十 和 Af) 等 于 0, 我 们 
得 到 

_ 1 _ 1 
dap 4tany’ 


大 而 p 十 小 = 7 因此， 
A= (ab + cd)siny, 


这 里 
CoBP = >a + Ee)/(ab + ed). 


消去 $, 我 们 得 到 最 大 面积 


A= VAD ted (B+) 


= 7 Vabed (0 + + eT Ry, 


它 显然 与 我 们 关于 边 的 顺序 的 假定 无 关 . 
最 大 值 与 边 的 顺序 无 关 这 个 结论 在 几何 上 是 显然 的 , 因为 任何 
一 对 相 邻 边 可 以 交换 而 不 影响 凸 多 边 形 的 面积 . 


练习 A.1 (p.387) 


1， {a) 极 小 在 原点 . 
(b) 为 简单 起 见 ， 引 进 新 变量 4 =z 十 v=7 一 了 我 们 求 
下 式 的 极 值 : 


Fu WO = cosu + sinv+ 了 他 + v). 


条 件 fu=f=0 给 出 
cosv = —sint = -了 (e+ 中 全 
我 们 必须 分 下 列 两 种 可 能 情况 : 
1) sinv = -cosu. 在 这 种 情况 下 岂 , 一 fuujfvw = cos* uw 只 能 找 


到 鞍点 . 
2) sinw = cost 在 这 种 情况 下 ， (i 式 给 出 
全 十 全 一 -区 
我 们 可 以 有 w= 一 a 或 w=7 + 在 前 一 种 情况 下 ， 
, — fuufvw = cos ull — cosu) 


基 正 的 ， 因 而 得 到 鞍点 ， 在 后 一 种 情况 ， 它 是 负 的 ， 因 而 由 于 


L 
fu = for = cosa+ 3 


我 们 得 到 一 个 极 小 、(c) 无 极 值 ， 因 为 户 > 0 处 处 成 立 . 


2. f(z)+ f(y) + f(2) 
=3f(0) +{(2 -0) + (yo) 


+z— od} F(a) + SP "(0) + e), 
其 中 户 =(z 一 a)?+(y 一 a)? 十 (so)?. 另 一 方面 ,辅助 条 件 给 出 


(z—a)+(y—a)+(z—a) 


2 由 (o) p'(a) 
二 及 (- 28(a) +e) 一 有 (一 9 也 一 9) 
+ (2—a)(z—a)+(y ~ a)(z—a)} 


p"(a) 内 (q) 
=(- 29(a) te)p?, 


其 中 lim =0. 


ry 20 


3. 如 果 PB = (mobij,r = PR, 则 我 们 有 


3 Ei 
df = 》 dr = Yr ly — yi)de ~ (we — wi)dy]?, 
1 


t=1 


它 是 正定 的 . 
4. 在 点 P 处 . 注意 函数 f= ri 十 r2 十 73 在 全 平面 上 是 连续 
的 ， 但 在 点 肪 , 尺 , 吕 不可 微 而 有 锥 形 点 (如 像 函数 


z= Vr— £1 + yh) 


它 在 几何 上 表示 一 个 图 锥 ). 在 点 中 沿 着 围绕 这 点 的 各 个 方向 上 来 
研究 函数 f 的 微 商 . 
5 (a) 如 果 我 们 表达 


f=lzs+mytns$ = ++ ,F=f — 


则 稳定 值 条 件 是 
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{1) {= Mper l,m = Xp = Mp -1. 
用 z,y,z 分 别 乘 这 些 方 程 然后 相 加 ， 我 们 有 

(2) iT + my + nz = Aper. 

根据 (1) 计算 x,y,z 并 代入 到 $$ = 0 中 去 ， 我 们 得 到 


p= {3 +m + nr) /el ?, 


将 Xp 的 这 个 表 尖 式 代入 (2), 就 给 出 稳定 值 . 
(b) 参看 练习 第 6 题 ， 这 里 我 们 有 


dF = 一 和 jpfp — 1)(z? 2dz2 + yh ?dy? + zr ?dz2); 


当 p >0 时 ， 这 个 二 次 型 是 正定 的 还 是 负 定 的 ， 随 P 兰 工 而 定 . 
6。 这 证 明 类 似 于 在 n = 2 情形 (p.357)， 一 个 正定 二 次 型 
Zaipzizk, 在 行列 式 不 等 于 零 的 情况 下 ， 遂 过 适当 的 变换 


能 被 简化 成 形状 
Zotkzizg = 刍 十 妮 十 十 缴 > m(z1 十 … 十 2)， 


其 中 m 是 一 个 适当 的 正常 数 ， 对 于 应 用 来 说 ， 记 住 这 样 一 个 结论 
是 重要 的 : 一 个 二 次 型 $ = Paipzizs 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 ， 
它 的 如 下 所 示 的 1,2,…,n 阶 各 个 主子 式 


alL -” QI2 : 8B3S :， … Gin 


如 21 G22 2 
31 32 44 
dnl (Qn2 Gns nn 


都 应 当 是 正 的 ;而 更 是 负 定 的 ， 如 果 - 理 是 正定 的 . 


”各 1 ， 


7. 根据 第 一 个 法 则 ， 我 们 应 该 从 (3) 计算 吧 /, 而 由 (1) 代入 
dz1, ”” dzm, dz1, "™"™y 了 cn 注意 (1) 隐 含 着 


Ppp 一》 basmatidzk + bum dT1 + + Breem Pom = 0 
(p = 1,2,... ,7m), 
如 果 这 式 习 以 和 Ap, 并 对 一 切 & 的 值 与 (3) 相 加 ， 我 们 就 有 
Rf =F = EP, dredrk, 


因为 由 于 关系 (2), 1,… ,中 zm 都 消去 了 . 
8. 对 于 下 = 了 + A4( 省 去 一 个 正 因 子 ), 我 们 得 到 
PF= > dridre 
时 一 于 
(dp = dzi + + dxn = 0). 
消去 den, 我 们 需要 证 明 的 是 ， 二 次 型 


-PF=(drt. tad) — dzadrr 


b=, m1 


1,1—1 


= bp 2 十 bp 人 


1 tk 


是 正定 的 . 
9. 由 民 = dy 一 dz 有 


RF = —2sl{s — 2)dy? + (s — z)dydz + (s — ydz2]. 
当 z=y=z 时 帮 F 的 判别 式 是 正 的 ， 而 BF 是 负 定 的 . 
练 可 A.2(p.397)} 
i. (c) 用 极 坐 标 > = >cosb,y 二 ?sin6, 取 
flz, 妨 = 7"+1 sin(n + 1)0, 
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对 此 有 
= (n+1)r”(sinng, cos 0). 
3. 如 果 不 存在 不 动 点 ， 则 在 总 中 到 处 都 有 友 十 吧 关 0. 因为 
凸 区 域 R 是 单 连通 的 ， 可 像 第 396 页 中 那样 推 知 ， 曲 线 C 相对 于 


向 量 场 的 指数 I 是 0. 另 一 方面 ， 因为 丸 被 映射 到 自身 ， 所 以 对 于 
C 上 的 每 一 个 点 ， 向 量 (w >) 指向 到 品 内 或 切线 方向 ， 这 由 含 着 


1 = 12r /=1， 


如 果 C 具有 取决 于 坐标 系 的 通常 的 定向 值 . 
练习 A.3 (p.400) 
1, (a) 结 点 在 (0,0), 具有 切线 # = 十 y. 
(b) 方程 
f: =22 -64+40 =0, 


fy=2y -6 +4ry=0 


(0,0), (VE,0),( of3), (3 ,3) 和 G1), 


其 中 只 有 第 一 个 与 最 后 一 个 是 曲线 上 的 点 . 在 (0,0), 奇 点 是 一 个 孤 
立 点 ; 在 {1,1), frz = fyy =0 且 fu,=%; 奇 点 是 一 个 结 点 ， 具有 切 
线 x=1 与 y= 1. 

(¢) 在 (0,0) 点 有 双重 切线 y = zs. 曲线 有 两 个 分 支 ， 准确 到 二 
阶 y= 工 土 2. 

(d) 在 (0,0) 点 有 双重 切线 ， 曲 线 有 一 个 尖 点 .这 就 是 第 3.2b 
节 ， 练 习 第 3 题 的 同一 条 曲线 . 
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练习 A.4 (p.401) 


1. 如 果 该 二 次 型 是 非 退 化 的 而 且 是 确定 的 , 则 它 的 奇 点 是 一 个 
孤立 点 ;如 果 是 非 退 化 但 是 不 定 的 ， 则 切线 在 奇 点 处 形成 一 个 锥 . 
如 果 这 二 次 型 是 退化 与 半 定 的 ， 则 切线 可 以 落 在 一 个 平面 上 ， 在 这 
个 平面 上 两 个 分 支 互相 相 切 ， 如 像 平 面 > = 0 对 于 曲面 


22/3 十 (x? + 2)273 = a273 
在 (a,0,0)( 一 个 线 型 尖 点 ), 如 像 
zg 二 {2? + 82)3 


在 (0,0.0)( 两 个 相 切 的 分 支 ). 或 者 可 以 有 这 样 类 型 的 尖 点 ， 在 这 样 
点 上 仅 有 一 条 切线 存在 ， 如 像 直线 z = y = 0 对 于 前 一 个 曲面 在 
(0,0,4) 一 样 ， 如 果 这 二 次 理 是 退化 的 而 且 是 不 定 的 ， 则 切线 落 在 
两 个 平面 二， 如 像 平面 > = 士 y 在 (0,0,0) 对 于 


22 +22=0 
那样 . 
练习 A.5 (p.403) 


1. 这 个 流动 是 稳定 的 ， 也 就 是 说 ,在 空间 的 每 一 个 点 处 流速 对 
时 间 是 常数 . 
2. 若 1 = (w,v,w) 是 这 质点 在 时 刻 上 经 过 点 


其 一 (zj 2 


时 的 速度 ， 则 它 的 加 速度 是 


ZX dy dX aU 

y+ 

i d+ 
-UVU+ESU 
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练习 A.6 (p.405) 
1. (a} r= -2—2cosa,y 一 一 2sina 或 
{二 2 十 她 二 入 
L = 47r,A=47n. 
{b) r= -sinia',y= -cosia 或 
22/3 41, 
2 2 
五 一 ;| |sin 2alda = of sin2ade = €. 
4= -(S/8)r, 这 里 负 号 来 源 于 曲线 的 顺 暑 针 和 定向 ， 
2. 是 . 对 于 大 的 <, 考虑 直角 三 角形 , 其 项 点 为 (0,0). (0,ej, [ec .09)， 


3. 对 于 能 够 表示 成 它 的 切线 包 络 的 曲线 ， 它 必须 是 分 段 光 潜 
的 . 
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